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RESUMO

Materiais compósitos vem sendo amplamente estudados devido aos seus inúmeros benefícios

em relação aos materiais metálicos, principalmente a elevada razão resistência/peso, bom iso-

lamento térmico e boa resistência à fadiga. Compósitos laminados, foco do presente trabalho,

são produzidos pelo empilhamento de um conjunto de lâminas, cada uma composta de fibras

unidirecionais ou bidirecionais imersas em uma matriz polimérica. As estruturas de materiais

compósitos apresentam comportamento não linear, tanto físico quanto geométrico. Devido à

elevada resistência, estruturas de material compósito tendem a ser bastante esbeltas, podendo

apresentar grandes deslocamentos e problemas de estabilidade. Adicionalmente, a conside-

ração da não linearidade física também é importante para a simulação de falha de estruturas

laminadas. Um dos modos de falha mais importantes destas estruturas é a delaminação, que

consiste no descolamento de duas lâminas adjacentes. No projeto de estruturas laminadas, o

Método dos Elementos Finitos é a ferramenta de análise mais utilizada devido a sua robustez,

precisão e relativa simplicidade. A fim de permitir a análise não linear de estruturas lamina-

das submetidas a grandes deslocamentos, foi desenvolvida neste trabalho uma formulação de

elementos finitos sólidos laminados baseados na abordagem Lagrangiana Total. A simulação

do início e propagação da delaminação foi realizada neste trabalho utilizando Modelos de Zona

Coesiva. Para este fim, foi desenvolvida uma formulação de elementos isoparamétricos de inter-

face com espessura nula e utilizados diferentes modelos constitutivos para representar a relação

entre as tensões e os deslocamentos relativos das faces da trinca coesiva, incluindo tanto o caso

de modo I puro quanto de modo misto. As formulações desenvolvidas neste trabalho foram

implementadas no software de código aberto FAST utilizando a filosofia de Programação Ori-

entada a Objetos. Estas implementações são apresentadas utilizando as convenções da UML.

Vários exemplos foram utilizados para verificar e validar as implementações realizadas. Exce-

lentes resultados foram obtidos utilizando elementos sólidos laminados na análise de estruturas

de casca, mesmo empregando malhas com apenas um elemento sólido na espessura. No que

diz respeito à delaminação, verificou-se que o uso de Modelos de Zona Coesiva requer muito

cuidado na escolha dos parâmetros utilizados na análise, principalmente no que diz respeito

à relação tensão-deslocamento relativo, tamanho dos elementos e método de integração numé-

rica. Contudo, utilizando-se a integração de Newton-Cotes e elementos de interface de tamanho

adequado, obteve-se uma concordância muito boa com resultados teóricos e experimentais dis-

poníveis na literatura. De forma geral, verificou-se que o modelo coesivo exponencial apresenta

maior robustez e eficiência computacional que o modelo bilinear.

Palavras-chave: Materiais Compósitos, Método dos Elementos Finitos, Análise Não Linear,

Delaminação, Modelos de Zona Coesiva.



ABSTRACT

Composite materials has been widely studied thought the years because of it benefits compared

to metals (elevated resistance/weight ratio, good thermal isolation and good fatigue resistance).

Laminate composites are the focus of this work. Produced by stacked layers of fibers embed-

ded on polymeric matrices, structures of composite materials presents material and geometrical

non-linear behavior. Because of it elevated resistance, composite materials allow designers to

create very slender structures which might present large displacements and stability problems.

Additionally, considering material non-linearity is also important for collapse simulation of la-

minated structures. One of the most important failure modes on laminated structures is delami-

nation. Delamination is the detachment of adjacent layers. On laminated structures simulation,

the Finite Element Method is one of the most used analysis tool. It is a robust, precise and

relative simple operating tool. Intending analyzing non-linear behavior of laminated structures

subjected to large displacements, was developed on this work a laminated solid finite element

formulation based on Full Lagrangian formulation. Simulation of delamination beginning and

propagation was developed on this work using Cohesive Zone models. To achieve this goal, an

isoparametric formulation of interface finite elements without thickness and many constitutive

models to represent the relation tension × displacement jump (relative displacement between

crack faces) were developed. These models consider pure mode I and mixed mode. The formu-

lations developed on this work were implemented on the open source finite element code FAST

using Oriented Object Programing philosophy. These implementations are presented on UML

conventions. Many examples were tested for verifying and validating all the implementations.

Excellent results were obtained using laminated solid elements on the analysis of a shell struc-

ture, even using meshes with only one element though thickness. On the delamination analysis,

was verified that Cohesive Zone Models are very sensible related to the parameters used on the

analysis, mainly tension × displacement jump model, size of elements and numerical integra-

tion. Spite of it, using Newton-Cotes integration and interface elements of appropriate size,

good agreements were obtained compared with theoretical results obtained on literature. In

general, was observed that cohesive exponential model presents greater robustness and compu-

tational efficiency than bilinear model.

Key-words: Composite Materials, Finite Element Method, Non Linear Analysis, Delamina-

tion, Cohesive Zone Models.
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1 INTRODUÇÃO

O uso de materiais compósitos reforçados por fibras está cada vez mais difundido

nos diversos ramos industriais, merecendo um destaque as indústrias aeroespacial, naval, auto-

motiva e de transformação. Estes materiais apresentam como principais vantagens a elevada

resistência e rigidez específicas, o que permite a fabricação de componentes estruturais de

alta resistência e baixo peso. Estes materiais possuem ainda outras características importan-

tes, como alta resistência à fadiga, bom isolamento térmico e elevado amortecimento estrutural.

Estas indústrias buscam elementos estruturais mais leves visando maior economia e melhores

desempenhos (melhor relação peso × potência).

Dentre os diversos tipos de compósitos existentes no universo de materiais conhe-

cidos, este trabalho tem como foco estudar o comportamento mecânico dos compósitos lami-

nados. Estes são formados pela superposição de várias lâminas, onde cada lâmina é formada

por um conjunto de fibras unidirecionais ou multidirecionais embutidas em uma matriz polimé-

rica1,2.

Dentre os vários usos de compósitos laminados, destacam-se os componentes es-

truturais como placas e cascas utilizados na fuselagem e asa de aeronaves, cascos de navios

e outras estruturas de convés e carrocerias automotivas. Encontra-se também a utilização de

compósitos laminados na indústria de transformação na forma de vasos de pressão para arma-

zenamento de fluidos, na fabricação de tubos, utilizados na indústria química e petroquímica.

Tais tubos têm sido alvo de extensas pesquisas com o objetivo de desenvolver novos projetos de

gasodutos, oleodutos e risers de perfuração e de produção3–5.

No projeto de estruturas laminadas, deve-se determinar os materiais que formarão

a combinação fibra/matriz e o modo como as várias lâminas serão combinadas. Este Esquema

de Laminação (layup) é composto do número total de lâminas a ser utilizado, dos materiais

que compõe cada lâmina, de sua espessura e do ângulo de orientação de suas fibras. Como o

número de arranjos possíveis é muito grande, pode-se projetar estruturas laminadas específicas

para as ações externas atuantes, promovendo economia de material e acentuada diminuição no

peso total da estrutura6. Outro fator a ser considerado no projeto de estruturas laminadas diz

respeito à sua análise estrutural. Uma lâmina isolada, por ser a combinação de fibras, no caso

do presente trabalho, unidirecionais e uma matriz polimérica, apresenta um comportamento

ortotrópico de difícil modelagem7.

A metodologia de projeto convencional procura verificar os limites de resistência,

de forma a garantir que a estrutura possua capacidade de resistir às solicitações atuantes evi-

tando a ocorrência de falha ou dano. Por outro lado, o conceito de projeto avançado visa, além

da verificação do limite de resistência, verificar a tolerância de serviço da estrutura após a veri-

ficação de falhas8. Portanto, a metodologia de dimensionamento avançado aborda a resistência

da estrutura, mesmo esta já estando danificada. Isto inclui a previsão do início e acúmulo de

falhas na estrutura.
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Os mecanismos de falha em compósitos podem ser divididos em falhas intrala-

minares e falhas interlaminares. As falhas de fibra, de matriz e na interface fibra/matriz são

caracterizados como modos de falha intralaminar, pois ocorrem dentro de cada lâmina. Por ou-

tro lado, a delaminação, correspondente ao descolamento de lâminas adjacentes, se caracteriza

como uma falha interlaminar, pois ocorre entre duas lâminas.

A delaminação é um dos tipos mais comuns de falha em compósitos reforçados

por fibras devido à baixa resistência interlaminar destes materiais8. A delaminação pode surgir

sob várias circunstâncias como em casos de cargas de impacto transversais à superfície do

laminado, defeitos de fabricação, como vazios e bolhas e devido a descontinuidades em uma

estrutura como furos ou bordos livres.

Um aspecto importante é que a perda de adesão entre lâminas é um defeito extrema-

mente difícil de detectar, o que torna difícil a realização de manutenções preditivas. Isto pode

acarretar acidentes e aumento do custo de projetos.

A delaminação pode causar uma redução significativa da rigidez a flexão. Desta

forma, quando o laminado está sujeito a cargas compressivas, pode ocorrer flambagem local

das lâminas comprometendo a estabilidade da estrutura8. Contudo, é importante notar que a

ocorrência do fenômeno da delaminação em si não significa que a estrutura está inutilizada, pois

mesmo com a rigidez reduzida o material ainda possui capacidade de carga. Portanto, modelos

que permitam simular a propagação de trincas interlaminares podem fornecer as tolerâncias de

projeto e as ferramentas de decisão necessárias para o reparo ou substituição de componentes

da estrutura.

Ferramentas de análise confiáveis e eficientes são necessárias para melhorar os pro-

jetos e torna-los mais econômicos. Estas ferramentas devem permitir determinar o início do

processo de falha e a evolução da falha na estrutura. Algumas soluções analíticas utilizando a

Mecânica da Fratura Linear Elática tem sido propostas para problemas simples. Entretanto, em

problemas de geometria complexa e onde diferentes materiais compósitos estejam envolvidos

torna-se difícil recorrer a esta alternativa. Uma alternativa eficiente para contornar estas limi-

tações é a utilização de modelos de zona coesiva (MZC). Estes modelos simulam mecanismos

complexos de abertura e propagação de trinca de forma simples e eficiente.

Neste contexto, o Método dos Elementos Finitos, que é o método mais utilizado na

análise de estruturas de materiais compósitos, torna-se uma alternativa viável para a solução de

problemas reais complexos.

Motivado por estas questões, decidiu-se desenvolver uma ferramenta capaz de si-

mular a delaminação em compósitos laminados. Para que este objetivo fosse atingido, foi ne-

cessário formular e implementar em um software de código aberto, elementos finitos sólidos

laminados. O FAST (Finite Element Analysis Tool), software escolido para implementação,

possui, além das ferramentas de análise tradicionais, ferramentas de análise para projetos utili-

zando compósitos laminados.

Para que esta implementação também pudesse contribuir com as ferramentas de
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análise já existentes no FAST, buscou-se implementar elementos finitos sólido laminado não

linear geométrico utilizando a formulação Lagrangiana Total.

O segundo passo necessário para o desenvolvimento desta ferramenta foi a imple-

mentação de elementos de interface assim como as leis constitutivas necessárias para simular a

delaminação.

Para que estes objetivos fossem atingidos, utilizou-se os conceitos de programação

orientada a objetos (POO), assim como as ferramentas UML, sendo este um dos focos deste

trabalho.

Por fim, exemplos numéricos foram apresentados ao final desta discução com a

intenção de validar os modelos implementados e discutir as particularidades de projeto de cada

modelo.

1.1 Organização da Dissertação

A dissertação foi dividida em 7 capítulos. No Capítulo 2, será apresentada um intro-

dução aos materiais compósitos reforçados por fibras, com destaque para o seu comportamento

mecânico. Assim, as matrizes constitutivas no sistema local e global e a matriz de transformação

para esta mudança de coordenadas serão apresentadas. Também será apresentada uma introdu-

ção sobre os tipos de falha em compósitos laminados assim como alguns critérios utilizados em

projeto para a previsão destas falhas.

O Capítulo 3 apresenta os conceitos e técnicas de análise não linear de estruturas

importantes para o desenvolvimento deste trabalho, incluindo a formulação do Princípio dos

Trabalhos Virtuais e a discussão dos métodos incrementais-iterativos utilizados neste trabalho.

Em seguida, é apresentada a formulação do elemento finito sólido laminado desenvolvido neste

trabalho.

O Capítulo 4 aborda as questões relacionadas à modelagem da delaminação. Inici-

almente, aplica-se o princípio dos trabalhos virtuais para um meio descontínuo e a formulação

do elemento de interface é apresentada. Em seguida, apresenta-se uma breve discussão a res-

peito da termodinâmica com variáveis internas e os requisitos que a 2a lei da termodinâmica

impõe sobre os modelos constitutivos. As leis constitutivas utilizadas para representar o com-

portamento da trinca coesiva são apresentadas e discutidas. Ao fim deste capítulo, é feita uma

discussão sobre os parâmetros que influenciam as análises utilizando elementos de inteface, seu

comportamento e recomendações práticas para a sua utilização.

O Capítulo 5 trata das questões ligadas à implementação computacional dos ele-

mentos finitos e leis constitutivas discutidas nos capítulos anteriores. Como o software FAST

utiliza a filosofia de programação orientada a objetos, buscou-se, através das ferramentas UML

explicar a relação entre as classes deste software de elementos finitos contextualizando assim o

presente trabalho.

O Capítulo 6 contém os exemplos numéricos utilizados para validar os modelos
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computacionais implementados. Inicialmente, são apresentados exemplos mostrando o com-

portamento não linear geométrico do elemento sólido laminado. Estes exemplos levam em

conta tanto geometrias com curvaturas abatida como com curvaturas acentuadas. Em seguida,

são apresentados exemplos tratando do problema da delaminação. Alguns destes exemplos têm

por objetivo comparar a eficácia dos modelos implementados, assim como a influência dos parâ-

metros numéricos utilizados nas simulações. Também será mostrada a influência dos diferentes

tipos de elementos implementados utilizados para a realização das análises.

O Capítulo 7 apresenta as conclusões do trabalho e seus comentários finais, além

de sugestões para trabalhos futuros.
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2 MATERIAIS COMPÓSITOS

Materiais compósitos resultam da combinação de dois ou mais materiais, em uma

escala macroscópica, com o objetivo de obter um novo material melhor que cada uma das

suas partes isoladamente2. O novo material, assim obtido, deve possuir homogeneidade se

analisado em nível macroscópico. Portanto, devem ser utilizadas técnicas que propocionem a

correta combinação dos vários componentes de um material compósito, de modo a fornecer

homogeneidade e uniformidade ao seu comportamento mecânico. Materiais compósitos podem

ser classificados de acordo com a forma de combinação entre os dois ou mais materiais2. Assim,

uma primeira classificação seria:

a) Compósitos Particulados: São aqueles que apresentam partículas macroscópi-

cas imersas em uma matriz (Figura 2a). Um clássico exemplo de compósito

particulado é o concreto.

b) Compósitos Fibrosos: São formados por fibras longas imersas em uma matriz

que atua como transmissora de tensões e protetora das fibras (Figura 2b). As

fibras mais utilizadas neste tipo de compósito são as de carbono e vidro, imersas

em matrizes poliméricas, como resinas.

c) Compósitos Laminados: Compostos de várias camadas, ou lâminas, de diferen-

tes materiais, podendo, inclusive, serem de compósitos fibrosos ou particulados

(Figura 2c).

Figura 1 – Diferentes tipos de materiais compósitos.

Fonte: Rocha (2013)6.

2.1 Características de um laminado

A lâmina é o elemento básico para a construção de compósitos laminados. Uma

lâmina reforcada por fibras consiste em um conjunto de fibras, com uma orientação específica

ou não, imersas em uma matriz polimérica. As fibras podem ser contínuas ou descontínuas, uni-

direcionais ou bidirecionais, trançadas ou com distribuição aleatória, como ilustrado na Figura

2.
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Figura 2 – Tipos de lâminas reforçadas por fibras.

Fonte: Reddy (2004).2

Um laminado é um conjunto de lâminas empilhadas de tal forma que se alcance

uma rigidez e uma resistência maior que cada um dos materiais que formam o composto indi-

vidualmente.

No caso de aplicações de alto desempenho normalmente são utilizadas lâminas que

possuem fibras paralelas (lâminas unidirecionais) com orientação e espessura específicas.

A Figura 3 ilustra um exemplo de disposição das orientações e empilhamento. Este,

é conhecido como esquema de laminação ou stacking sequence. O desempenho estrutural dos

compósitos laminados reforçados por fibras dependem do número de camadas, espessura das

camadas, resistência dos materiais envolvidos e esquema de laminação utilizado. O esquema

de laminação define o arranjo dos ângulos de orientação das camadas e sua sequência ao longo

da espessura do laminado, por exemplo, [α/β/γ/.../ω], onde α é a orientação das fibras da

primeira camada, β é a orientação das fibras da segunda camada e assim por diante. O ângulo

de orientação é medido no sentido anti-horário a partir do eixo x, conforme mostrado na Figura

3. A numeração das camadas é feita de baixo para cima, no sentido positivo do eixo z, como

ilustrado na Figura 4.

Figura 3 – Orientação da lâmina.

Fonte: Reddy (2004).2
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Figura 4 – Esquema de laminação.
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Fonte: Mororó (2013).9

Os laminados são geralmente classificados como cross-ply e angle-ply. Um lami-

nado é denominado cross-ply, quando possui fibras orientadas somente a 0o ou 90o. Assim, a

laminação [0/90/0/90/0] corresponde a um laminado cross-ply com cinco camadas. Quando

o laminado possui uma laminação qualquer, em outras palavras, se o laminado possuir pelo

menos uma fibra orientada em um ângulo diferente de 0o ou 90o, o laminado é denominado

angle-ply. Por exemplo, [30/90/−45/0] é um laminado angle-ply com quatro camadas.

2.2 Comportamento mecânico de materiais compósitos reforçados por fibras

Duas abordagens podem ser utilizadas na análise do comportamento de uma lâmina:

a) Micromecânica: considera os materiais constituintes da lâmina, fibra e matriz,

de forma isolada, observando as interações entre eles.

b) Macromecânica: considera a combinação das fibras e matriz como um material

homogêneo.

Neste trabalho os materiais compósitos serão estudados apenas em escala macros-

cópica. Devido à presença das fibras, os materiais compósitos apresentam comportamento ani-

sotrópico no sistema global. No caso de lâminas unidirecionais, i.e. com todas as fibras das

lâminas paralelas, estes materiais apresentam um comportamento ortotrópico em relação a um

sistema de coordenadas local (x1, x2, x3), onde 1 é a direção das fibras, 2 é a direção perpendi-

cular as fibras no plano da lâmina e 3 é a direção transversal a lâmina, como ilustrado na Figura

3.

O comportamento mecânico de materiais compósitos antes da falha pode ser repre-

sentado de forma adequada utilizando a Lei de Hooke generalizada. Desta forma, a relação
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constitutiva no sistema do material pode ser escrita como:
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⇒ εεε1 = S1σσσ1 (1)

onde S é a matriz de flexibilidade (compliance) do material, e o subscrito 1 indicam que as

componentes são dadas no sistema local da lâmina. Seus coeficientes são dados por:1,2,10

S11 =
1
E1

; S12 =−
ν21
E2

=−
ν12
E1

; S13 =−
ν31
E3

=−
ν13
E1

; S22 =
1
E2

S23 =−
ν32
E3

=−
ν23
E2

; S33 =
1
E3

; S44 =
1

G12
; S55 =

1
G13

; S66 =
1

G23

(2)

Os índices usados nos coeficientes de flexibilidade, deformação (ε1, ε2, ε3, γ23, γ31

e γ12), e tensões (σ1, σ2, σ3, τ23, τ31 e τ12) devem-se à notação de Voigt. As variáveis E1, E2 e

E3 são os módulos de elasticidade nas direções de orientação das fibras, enquanto ν12, ν21, ν13,

ν31, ν23, ν32 são os coeficientes de Poisson e G12, G13 e G23 são os módulos de elasticidade

ao cisalhamento. É importante notar que materiais elásticos ortotrópicos possuem apenas nove

constantes independentes, pois os coeficientes de Poisson (νi j) devem satisfazer a relação:

νi j

Ei
=

ν ji

E j
(i, j = 1,2,3 e i 6= j) (3)

uma vez que a matriz S é simétrica (Si j = S ji). Invertendo a relação mostrada na Equação (1),

tem-se:










































σ1

σ2

σ3

τ12

τ13

τ23











































=























Q11 Q12 Q13 0 0 0

Q12 Q22 Q23 0 0 0

Q13 Q23 Q33 0 0 0

0 0 0 Q44 0 0

0 0 0 0 Q55 0

0 0 0 0 0 Q66

































































ε1

ε2

ε3

γ12

γ13

γ23











































⇒ σσσ1 =Q1εεε1 (4)

Q11 = E1
1−ν23ν32

Λ
; Q12 = E1

ν21+ν31ν32
Λ

; Q13 = E3
ν31+ν21ν32

Λ

Q22 = E2
1−ν13ν31

Λ
; Q23 = E2

ν32+ν12ν31
Λ

; Q33 = E3
1−ν12ν21

Λ

Q66 = G12; Q44 = G13; Q66 = G23

Λ = 1−ν12ν21−ν23ν32−ν31ν13−2ν21ν32ν13

(5)
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onde Q é a matriz de rigidez constitutiva da lâmina em seu sistema local.

Embora as relações mostradas representem o material em seu sistema de coorde-

nadas local, o equilíbrio global do laminado será feito em um sistema cartesiano global (x, y,

z). Assim, na combinação das lâminas, é necessário converter a relação constitutiva de cada

uma delas para tal sistema. A relação entre os dois sistemas de coordenadas pode ser dada pelo

ângulo que determina a direção das fibras da lâmina, como mostrado na Figura 3.

A transformação entre as coordenadas pode ser estabelecida através de relações

utilizando o ângulo θ de rotação do eixo. Fazendo as operações matriciais11, a transformação

das deformações é definida por:
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(6)

onde l, m e n são os cossenos diretores dos eixos principais em relação ao sistema global:

l1 = cos(x,x1); m1 = cos(y,x1); n1 = cos(z,x1)

l2 = cos(x,x2); m2 = cos(y,x2); n2 = cos(z,x2)

l3 = cos(x,x3); m3 = cos(y,x3); n3 = cos(z,x3)

(7)

A transformação global-local pode ser escrita da seguinte forma:

εεε1 = Tεεε (8)

onde T é a matriz de transformação de deformações definida na Equação (6), e εεε é o vetor de de-

formações no sistema global. Utilizando o Princípio dos Trabalhos Virtuais, pode-se mostrar12

que:

σσσ = TT σσσ1 (9)

Finalmente, a relação constitutiva no sistema global do laminado pode então ser encontrada

utilizando as Equações (4), (8) e (9):

σσσ = TT QTεεε ⇒ σσσ = Cεεε (10)

onde C é a matriz constitutiva no sistema do laminado. A partir destes desenvolvimentos é

possível obter as tensões em cada lâmina do laminado. Assim, critérios de falhas podem ser

utilizados para prever até quais níveis de carregamentos a integridade estrutural de um laminado
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pode ser mantida. É importante lembrar que enquanto as deformações são contínuas, as tensões

apresentam descontinuidades na interface entre lâminas.

2.3 Falha Intralaminar

As falhas em laminados podem acontecer de duas formas: Intralaminar (falha den-

tro da lâmina) ou interlaminar (falha entre lâminas). Este item apresenta os mecanismos de

falha ligados a falha intralaminar, sendo estes falha da fibra, falha da matriz e falha da interface

fibra-matriz7. Estes mecanismos governam a falha de uma lâmina isolada e serão discutidos a

seguir.

2.3.1 Falha da fibra

A falha da fibra acontece quando a tensão na direção das fibras é maior que a própria

resistência da fibra na mesma direção. Os carregamentos que geram estas tensões podem ser de

tração ou compressão. No caso de uma lâmina tracionada, a ruptura das fibras ocorre devido

à tração gerada no conjunto de fibras (escala macroscópica). Este efeito deixa a lâmina com

a aparência de um pincel após a falha13. Quando a lâmina é comprimida, a falha das fibras

podem ocorrer devido ao cisalhamento puro, a micro-flambagem ou devido à flambagem por

cisalhamento. A Figura 5 ilustra estes diferentes mecanismos de falha da fibra.

Figura 5 – Diferentes modos de falha da fibra.

Fonte: Knops (2008)13.

2.3.2 Falha da matriz

A falha da matriz acontece quando as tensões transversal ou cisalhante à fibra são

maiores que a resistência da matriz nessas direções. Quando uma trinca aparece na matriz,

ela se propaga, perpendicular à fibra, de uma camada de fibra até a próxima camada de fibra,

gerando uma pequena região de descolamento entre a matriz e a fibra.

A ocorrência da trinca não significa que a lâmina está inutilizada, pois ocorre uma

redistribuição de tensões entre a matriz e as fibras adjacentes de modo que só após um certa
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quantidade de trincas na lâmina (densidade de trincas) a rigidez da mesma é reduzida. A Fi-

gura 6 mostra os diferentes mecanismos de falha da matriz segundo os seus carregamentos. É

importante atentar que nem sempre a falha acontece em um plano paralelo ao plano de ação da

força. O plano onde a falha acontece (como resultado de uma combinação das tensões atuantes)

é denominado plano de ação13.

Figura 6 – Diferentes modos de falha da matriz.

Fonte: Knops (2008)13

2.4 Critérios de falha

Os mecanismos de falha variam dependendo das propriedades dos materiais e dos

diferentes estados de tensão ao qual o material é submetido. Análises micromecânicas para a

obtenção das resistências da fibra e matriz individualmente, foram inicialmente desenvolvidas.

Entretanto estes só podem prever o início da falha no laminado, já que a resistência de uma

lâmina é muito maior que as resistências individuais de cada parte.

Logo, fez-se necessário o desenvolvimento de critérios que pudessem prever o com-

portamento global da lâmina, já que a possível interação entre os mecanismos de falha fibra-

matriz dificultam a obtenção da resitência generalizada para um carregamento qualquer. Devido

a estes motivos, uma abordagem macromecânica ou fenomenológica para a falha é preferível7.

Do ponto de vista macromecânico, a resistência de uma lâmina é uma propriedade

anisotrópica, isto é, varia com a orientação. Por exemplo, é desejável relacionar a resistência ao

longo de uma direção arbitrária em relação a alguns parâmetros básicos. Uma lâmina pode ser

caracterizada por um número básico de parâmetros de resistências com referência as direções

principais do material7. A Figura 7 mostra os parâmetros de resistência básicos de uma lâmina

de acordo com as orientações da fibra no plano.
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Figura 7 – Parâmetros de resistência básicos da lâmina.

Fonte: Pietropaoli (2012)14.

As teorias de falha macromecânica para compósitos foram propostas através da

adaptação ou extensão de teorias de falha isotrópicas para levar em consideração a anisotropia

das resistências e rigidezes. Estas podem ser classificadas nos seguintes grupos:

a) Teorias não interativas: Modos de falha específicos são previstos através da com-

paração individual das tensões ou deformações na lâmina com as resistências

correspondentes ou deformações últimas. Não são consideradas as interações

entre diferentes componentes das tensões. Como exemplo, tem-se os critérios

da máxima tensão e máxima deformação.

b) Teorias interativas: Teorias nas quais todas as componentes das tensões são in-

clusas em uma única expressão. As falhas são previstas sem se fazer referência

ao modo de falha. Tsai-Wu e Tsai-Hill são exemplos dessas teorias.

c) Teorias parcialmente interativas: São critérios que identificam o modo de falha

(falha na fibra ou falha na matriz) e utilizam expressões diferentes para cada

modo. São exemplos deste tipo de critério: Hashin- Rotem e Puck.

Em 1965, Azzi e Tsai15 adaptaram a teoria de Hill16, inicialmente desenvolvida

para materiais dúcteis anisotrópicos homogêneos, para anisotrópicos heterogêneos e compósitos

frágeis e introduziram a teoria de Tsai-Hill. Uma adaptação do critério da tensão máxima para

compósitos foi descrita por Kelly17 em 1966. Este usou para a previsão, a resistência fora do

plano para compósitos unidirecionais. Em 1971, Tsai e Wu18 introduziram a teoria totalmente

interativa de Tsai-Wu. Em 1973, Hashin e Rotem19 introduziram um critério parcialmente

interativo.

Nos últimos anos muitas teorias vêm sendo propostas. Estas teorias geralmente

combinam elementos das teorias citadas anteriormente com novos elementos. Muitas teorias
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são baseadas em suposições de homogeneidade e no comportamento linear tensão-deformação

do material7.

Em 1996, Hinton e Kaddour20 organizaram um esforço mundial em busca de me-

lhores previsões para falhas em compósitos, já que existia uma lacuna na exatidão com que as

teorias conseguiam prever as falhas em estruturas laminadas21.

A partir deste esforço, surgiu o WWFE (World Wide Failure Exercise) que pode

ser considerado os “jogos olímpicos"de falha em compósito. A primeira parte deste exercício

destinou-se a previsão de falha em compósitos submetidos à estado plano de tensões (WWFE-

I22). A segunda parte deste exercício dedicou-se a previsão de compósitos em estado triplo de

tensão (WWFE-II23).

Muitas teorias de falha sugiram, algumas apresentando excelentes resultados (Crité-

rio de Puck24, Critério de Tsai-Ha25, Critério de Cuntze26), entretanto ainda existe uma lacuna

referente à capacidade de previsão dentro dos diferentes estados de tensão ao qual um laminado

pode ser submetido.

2.5 Falha de laminados

A falha no laminado pode ser causada pela falha de uma lâmina individual (falha

intralaminar) ou pela separação de lâminas entre si (interlaminar).

A falha de um laminado pode ser definida pela falha da primeira lâmina (first-ply

failure) ou da última lâmina (ultimate-ply failure). A falha da primeira lâmina é uma abordagem

bastante conservadora. Esta considera que o laminado falha quando uma das lâminas que o

constituem falhar. Para isso, conduz-se uma análise buscando o estado de tensão em cada

lâmina, sua resistência e selecionando um critério apropriado de falha da lâmina.

Este critério assume que o laminado possui as mesmas propriedades e se comporta

da mesma maneira que uma lâmina isolada. Isto é questionável, pois as características de uma

lâmina em um laminado são diferentes daquelas isoladas. Isso se deve principalmente às tensões

residuais e aos defeitos que podem ser gerados no processo de fabricação da mesma7.

Adicionalmente, verifica-se experimentalmente que os laminados podem suportar

cargas crescentes após a falha de uma ou mais lâminas. Isto ocorre, porque após a falha de

uma lâmina, as cargas resistidas por ela são redistribuídas para outras lâminas que ainda não

atingiram o seu limite de resistência. Este processo continua com as lâminas falhando pro-

gressivamente com o aumento da carga até que seja esgotada a resistência de todas as lâminas,

definindo a carga última (capacidade de carga) do laminado.
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Figura 8 – Modelos utilizados para a representação da falha progressiva.

Fonte: Elaborado pelo autor

Os modelos para simulação da falha progressiva se dividem em modelos de degra-

dação brusca e modelos de degradação gradual, como ilustrado na Figura 8. Estes modelos

serão discutidos a seguir.

2.5.1 Modelos de degradação brusca

Os modelos de degradação brusca caracterizam-se pelo fato das propriedades da

lâmina serem reduzidas bruscamente quando sua falha é detectada. A falha pode ser identificada

através de um critério de falha interativo ou não. Os modelos de degradação brusca mais comuns

são27:

a) Degradação não interativa de propriedades: Caracteriza-se pela degradação do

módulo de elasticidade na direção da falha independentemente dos outros mó-

dulos de elasticidade, ou seja, se ouve falha da fibra degrada-se apenas o módulo

de elasticidade E1. Esta degradação é modelada multiplicando a propriedade não

danificada por um coeficiente de redução da rigidez18.

b) Degradação interativa de propriedades: Reduz simultaneamente as propriedades

relativas àquela direção de falha, por exemplo, caso a falha na lâmina seja na

fibra, as propriedades degradadas serão uma combinação entre E1, G1, ν12.
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c) Degradação total das propriedades (total ply discount): Reduz a zero todas pro-

priedades da lâmina que apresentou falha, eliminando qualquer contribuição da

lâmina para a resistência do laminado27. Este método é interessante para projeto

porque fornece uma estimativa do limite inferior (i.e. conservadora) da capaci-

dade de carga do laminado. Por outro lado, uma análise realista da falha não é

possível com este método simples27.

Figura 9 – Falha progressiva.

Fonte: Rocha (2013)6.

A Figura 9 apresenta uma representação esquemática da falha progressiva de um

laminado utilizando o modelo de degradação brusca, mostrando a falha da primeira lâmina

(FPF) e a falha da última lâmina (UF) para um laminado com fibras a 0o,45o e 90o. Verifica-se

que a primeira falha (FPF) normalmente corresponde a uma falha de matriz e a última a uma

falha da fibra.

2.5.2 Modelos de degradação gradual

Os modelos de degradação brusca apresentam uma natureza binária, ou seja, levam

em conta somente o estado não danificado ou o estado de completa degradação (falha). Para

representar de forma mais precisa o acúmulo e a progressão de certos modos de falha, as pro-

priedades dos materiais precisam ser degradadas gradualmente, baseada em sua natureza física.

Existem duas abordagens para a representação destes problemas:

a) Degradação de propriedades baseadas nas variáveis de campos, caso em que

ao menos uma das propriedades é função dos campos envolvidos. Geralmente a
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função degradação das propriedades dos materiais é função do histórico tensão

– deformação27.

b) Degradação das propriedades utilizando a mecânica do dano, o valor do coefi-

ciente de redução de rigidez é função de fator de degradação que mede dano no

material27.

Os modelos de degradação gradual são geralmente dependentes do modo de falha. Uma abor-

dagem baseada na degradação controlada pela deformação é ilustrada na Figura 10, onde d f é o

fator de degradação e Ed representa a propriedade degradada. O caminho O-B-C representa uma

degradação brusca, enquanto o caminho O-B-D representa uma degradação gradual (suavizada).

Uma motivação importante para o uso de modelos de degradação gradual é que a variação da ri-

gidez do laminado é mais suave que no caso da degradação brusca, melhorando a convergência

dos métodos numéricos de análise não linear, como o Método de Newton-Raphson.

Figura 10 – Degradação brusca x degradação gradual.

Fonte: Rocha (2013)6

Embora os métodos utilizando a mecânica do dano contínuo, com uma base física

mais sólida, sejam os mais indicados para melhor avaliar a progressão do dano, eles exigem

o conhecimento de um grande número de parâmetros experimentais de difícil obtenção. Tais

parâmetros geralmente não são fornecidos por fabricantes e exigem ensaios de alto custo para

sua determinação14.

Rocha6, utilizou com sucesso modelos de degradação brusca e gradual na análise

não linear de cascas abatidas. Maiores detalhes sobre estes modelos podem ser encontrados em

seu trabalho.

2.6 Delaminação

A falha interlaminar (mais conhecida como delaminação) consiste na separação

(descolamento) de duas lâminas adjacentes unidas através de uma matriz polimérica ou adesi-

vadas. É uma forma de falha predominantemente causada por defeitos de manufatura, impacto
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transversal de objetos, alta concentração de tensão em bordos livres ou descontinuidades geo-

métricas. Quando o laminado é submetido a cargas externas a delaminação pode se propagar,

levando ao colapso em uma carga inferior àquela que ocorreria sem delaminação. A Figura 11

mostra um ensaio para obter a energia crítica de fratura em abertura transversal. Aqui é possível

observar o comportamento macroscópico da propagação da delaminação.

Figura 11 – Teste para a obtenção da energia crítica de fratura em abertura transversal.

Fonte: Lahuerta (2014)28

Existem duas linhas de projetos em compósitos: A primeira visa evitar que a estru-

tura sofra o início da delaminação, enquanto a outra linha considera que, uma vez que o dano

esteja presente na estrutura, é importante determinar o nível de tensão que aquela estrutura pode

suportar e como este defeito irá evoluir. Este tipo de projeto é baseado no conceito de Carga

Última (UL)

Um exemplo disto é a simulação da evolução da delaminação realizada para o caso

de defeitos prévios causados por impactos ou outros acidentes, onde uma certa delaminação é

detectada por inspeções e é necessário determinar se a estrutura ainda pode operar ou se precisa

passar por reparos.

A delaminação pode ser gerada por tensões fora do plano diferentes de zero (σz,

τxz, τyz 6= 0). Tensões de cisalhamento interlaminar tendem a deslizar uma lâmina sobre a sua

adjacente, enquanto tensão de tração (abertura) tende a separa uma lâmina da outra transversal-

mente. Em ambos os casos a tensão interlaminar pode causar a separação das lâminas.

A tensão interlaminar é função principalmente da sequência de laminação. Logo,

esta pode ser controlada através de um projeto adequado da mesma7. Existem dois tipos básicos

de delaminação29,30: Delaminações internas e delaminações superficiais.

Delaminações internas são originadas nas camadas internas do laminado e podem

acontecer devido à interação entre a matriz polimérica trincada e a interface da fibra. Estas

reduzem consideravelmente a capacidade de carga da estrutura em compósitos. Em particular,

quando cargas de compressão são aplicadas, todo o comportamento a flexão do laminado é afe-

tado. Também sob compressão, estruturas esbeltas podem sofrer flambagem local, das lâminas,

ou global do laminado14,31, levando a delaminação por flambagem.

Apesar de a delaminação separar o laminado em duas partes diferentes, existe uma
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interação entre a deformação das duas partes. Devido a esta interação, as duas partes podem

defletir de maneira semelhante. A Figura 12 mostra um desenho esquemático da delaminação

interna.

Figura 12 – Delaminação interna: (a) disposição no laminado (b) Efeito na estabilidade global.

Fonte: Turon (2006)31.

Delaminação superficial, como o próprio nome indica, origina-se próximo à super-

fície do laminado e representa um cenário mais complexo do que a delaminação interna. A

deformação da parte delaminada não é tão influenciada pela deformação do resto do laminado.

Logo, a deformação da parte delaminada não segue necessariamente a deformação do resto da

estrutura. Consequentemente não só o crescimento da parte delaminada deve ser levado em

conta como também a sua estabilidade local31.

Bolotin29,30 classificou os diferentes tipos de delaminação próxima à superfície que

podem ser originados em cascas compósitas em diferentes situações de carregamento, como

ilustrado na Figura 13.

Figura 13 – Delaminação próxima à superfície: (a) Aberta em tensão; (b) Fechada em tensão (c) Aberta
em flambagem (d) Fechada em flambagem (e) Borda flambada (f) Borda flambada com trinca secundária.

Fonte: Bolotin (1996).29
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Em nível microscópico, o crescimento de uma trinca interlaminar é precedido pela

formação de uma zona de dano na frente da trinca. O tamanho e o formato da zona de defor-

mação (ou dano) é bem variável, dependendo da rigidez da resina e dos modos de propagação

da trinca, ilustrados na Figura 14. A zona de dano na ponta da trinca para os modos II ou III é

maior que para o modo I.

Figura 14 – Modos de propagação de trinca.

Fonte: Turon (2006).31

Existe uma diferença nas zonas de deformação/dano entre sistemas com matrizes

frágeis e dúcteis. Para matrizes frágeis a zona de deformação/dano é bem menor que para

materiais dúcteis. Para o modo I, o carregamento em sistemas frágeis resulta em microtrincas

na zona da ponta de trinca. Sua coalescência e crescimento resultam no avanço da trinca.

Algumas vezes, o avanço da trinca ocorre através do descolamento entre matriz e

fibra antes da coalescência das micro trincas ocorrerem. Para sistemas dúcteis a deformação

plástica em volta da ponta da trinca precede o avanço da trinca. O avanço da trinca geral-

mente acontece por rasgamento, mas o avanço da trinca por descolamento interfacial também é

bastante observado em compósitos com resinas mais dúcteis31.

A delaminação nos modos II e III, que acontecem devido ao cisalhamento, ocorrem

de modo muito distinto. Microtrincas formam-se a uma distância considerável na frente da

ponta da trinca, em um ângulo de 45o ao plano das camadas. Estas trincas crescem até que

atinjam as fibras que cercam as regiões ricas em resina entre as camadas. As fibras acima

e abaixo da região onde as trincas se formam são responsáveis por travar o crescimento das

microtrincas. Logo, a coalescência das microtrincas é necessária para a propagação e avanço da

macrotrinca (Figura 15). Esta coalescência geralmente ocorre na interface fibra-matriz na forma

de “telhado ondulado”. O processo de fratura para o modo II da delaminação tem a aparência

de uma ruptura dúctil, com ocasional descolamento de fibra.

2.6.1 Critério de início da delaminação

O início da delaminação pode ser determinado simplesmente através de uma rela-

ção comparativa das tensões com suas devidas resistências31. O critério mais utilizado7,8,31–33

considera uma interação quadrática entre as tensões normais (t1) e de cisalhamento (t2 e t3)
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Figura 15 – Formação e crescimento da delaminação do modo II na interface das camadas: (a) formação
de microtrincas; (b) crescimento e abertura das microtrincas (c) coalescência das microtrincas acompa-
nhado das “pontas de cisalhamento.

Fonte: Turon (2006)31.

existentes no laminado:

√
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= 1 para t3 > 0 (11)

Para modo I puro:
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= 1 para t1, t2 = 0 (12)

Para modo II puro:

√
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τs1

)2
+
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τs2

)2
= 1 para t3 ≤ 0 (13)

onde t3 é a tensão normal à lâmina, t1 e t2 são os cisalhamentos transversais, σn, τs1 e τs2 são as

resistências transversal e cisalhante, respectivamente33,34.

2.6.2 Propagação da delaminação

A propagação da delaminação é prevista quando a taxa de liberação de energia

(GI , GII , GIII) for igual à energia de resistência à fratura correspondente do material (GIc,

GIIc, GIIIc). A transição entre o início da delaminação e sua propagação é controlada pelas

leis constitutivas que caracterizam o acumulo de energia dentro do material. O critério de

propagação é geralmente formulado independentemente do critério de início. O critério de

falha para propagação da delaminação pode ser expresso como:

fpropagação = f (Gi)−1= 0 (14)

Existem diferentes formas adotadas na literatura para definir os critérios de propa-
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gação. Um destes critérios é dado pela seguinte expressão31:

fpropagação = f (Gi) =
( GI

GIc

)α
+
( GII

GIIc

)β
+
( GIII

GIIIc

)γ
−1= 0 (15)

Onde α, β e γ são parâmetros que devem ser ajustados utilizando resultados experimentais. Os

valores de α = β = γ = 1 ou α = β = γ = 2 são frequentemente escolhidos quando não existem

dados experimentais disponíveis. Os valores selecionados correspondem ao critério de falha

linear ou quadrático, respectivamente.

Kenane e Benzeggagh35 propõem um critério de falha apenas para a propagação

nos modos I e II:

fpropagação =
GT

Gc
−1= 0 (16)

Onde GT é igual a soma das taxas de liberação de energia nos modos I, II e III e Gc é a taxa de

liberação de energia crítica para o modo misto. Esta depende das taxas de liberação de energia

crítica dos modos independentes:

Gc = GIc+(GIIc−GIc)(
GII

GT
)

η

(17)

sendo η um parâmetro de correção para diferentes tipos de materiais.
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3 ANALISE NÃO LINEAR

Muitos fenômenos da natureza podem ser modelados a partir de simplificações li-

neares. Entretanto, quando deseja-se obter bons resultados para a descrição de fenômenos mais

complexos, modelos não lineares tornam-se necessários. Contudo, a consideração de fenôme-

nos não lineares aumenta tanto a complexidade matemática dos modelos, como o custo compu-

tacional da solução.

No caso de problemas estruturais, as não linearidades mais importantes são:

a) Não Linearidade Geométrica (NLG): Ocorre em estruturas que apresentam gran-

des deslocamentos e, possivelmente, grandes deformações. Desta forma, as re-

lações entre deslocamentos e deformações passam a ser não lineares.

b) Não Linearidade Física (NLF): Ocorre quando a relação tensão-deformação do

material é não linear (e.g. elasticidade não linear, plasticidade, fluência).

c) Não Linearidade de Contato: Ocorre quando as condições de contorno não são

constantes, envolvendo a possibilidade de contato ou perda de contato entre só-

lidos distintos ou partes de um mesmo sólido.

Os três tipos de não linearidade serão tratadas neste trabalho. Este capítulo se dedica

especialmente a não linearidade geométrica de sólidos laminados. A não linearidade física e de

contato serão abordadas nos capítulos seguintes no qual os problemas de delaminação serão

tratados.

Para considerar grandes deslocamentos em uma análise por elementos finitos, faz-

se necessário a utilização dos termos de deformação não lineares36. Estes tornam as forças

internas e, consequentemente, a matriz de rigidez, dependentes dos deslocamentos. Com isso,

a análise deve ser feita utilizando algum método numérico iterativo.

Existem basicamente três abordagens para a formulação de elementos finitos ge-

ometricamente não lineares: a formulação Lagrangiana Total, a Lagrangiana Atualizada e a

Corrotacional.

Na formulação Lagrangiana Total, os termos de deformação de Green-Lagrange e

as tensões de Piola-Kirchhoff II são utilizados, visto que tal medida de deformação é insensível

aos deslocamentos de corpo rígido. Além disso, tanto tensões quanto deformações em qualquer

instante de tempo são definidas a partir da configuração inicial da estrutura. Esta abordagem

caracteriza-se pela sua formulação simples e facilidade de implementação computacional, sendo

amplamente utilizada na análise de estruturas laminadas sujeitas a grandes deslocamentos6.

Na formulação Lagrangiana Atualizada, os termos de deformação de Green-Lagrange

também são utilizados, mas as tensões e deformações em um instante de tempo t+∆t não são

definidas a partir da configuração inicial, mas a partir da última configuração de equilibrio,

logo, as tensões de Piola-Kirchhoff II não podem mais ser utilizadas, mas sim as tensões reais

de Cauchy6.
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Para a formulação Corrotacional, utiliza-se um sistema global fixo, no qual os des-

locamentos podem ser grandes, e um sistema local que acompanha o elemento, no qual deslo-

camentos são pequenos. Desta forma, isola-se as parcelas de deslocamento de corpo rígido de

forma explícita, permitindo o uso das matrizes lineares no sistema local. As matrizes globais

não-lineares são obtidas a partir de transformações entre os dois sistemas de coordenadas6.

As abordagens Lagrangiana Atualizada e Corrotacional são mais utilizadas para a

formulação de elementos de pórtico e de casca submetidos a grandes deslocamentos e rotações,

pois nestes elementos o cálculo das deformações de Green-Lagrange é complexo. Por outro

lado, no caso de elementos contínuos bi e tridimensionais a aplicação da abordagem Lagrangi-

ana Total leva a uma formulação simples.

Assim, a abordagem Lagrangiana Total foi utilizada neste trabalho para a formu-

lação de elementos sólidos laminados para análise não linear com grandes deslocamentos. A

formulação desenvolvida e os métodos de solução das equações não lineares de equilíbrio serão

mostrados a seguir.

3.1 Equações de equilíbrio

As equações de equilíbrio do problema podem ser obtidas a partir do Princípio dos

Trabalhos Virtuais (PTV). De acordo com o PTV, o equilíbrio ocorre quando o trabalho virtual

interno (δU) é igual ao trabalho virtual externo (δWext), qualquer que seja o deslocamento virtual

δu, desde que este seja pequeno e obedeça as condições de contorno essenciais do problema11.

Matematicamente:

δU = δWext ⇒
∫
V

δεεεTσσσdV =
∫
V

δuTbdV +
∫
S

δuTqdS+∑δuiTFi (18)

onde δεεε é o vetor de deformações virtuais, σσσ é vetor das tensões de Piola-Kirchhoff II, b são as

forças de corpo, q são as forças de superfície e F são as cargas concentradas. Devido ao uso

das deformações de Green-Lagrange e tensões de Piola-Kirchhoff II, todas as integrações são

realizadas na configuração inicial (indeformada) da estrutura.

No Método dos Elementos Finitos os deslocamentos no interior dos elementos são

interpolados a partir dos deslocamentos nodais e as deformações são obtidas a partir do uso de

relações cineméticas apropriadas, como será discutido posteriormente. Assim, a Equação (18)

pode ser escrita como:

δU = δWext ⇒ δuTg= δuT f (19)

onde g é o vetor de forças internas e f é vetor das cargas externas. Como os deslocamentos

virtuais δu são arbitrários, o equilíbrio do modelo de elementos é dado por

g= f (20)
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Os vetores de forças internas e externas da estrutura são montados a partir da soma dos vetores

de cada elemento. As expressões necessárias à obtenção do vetor de forças internas do elemento

laminado serão apresentadas posteriormente.

Finalmente, é importante notar que a Equação (20) é válida para problemas com

não linearidade geométrica e física, independentemente dos modelos constitutivos utilizados

para descrever o comportamento dos materiais.

3.2 Métodos de solução

No caso de cargas independentes do deslocamento, as equações não lineares de

equilíbrio podem ser escritas como

r(u,λ) = g(u)−λq= 0 (21)

onde u representa o vetor de deslocamentos nodais, g é o vetor de forças internas, q é a carga de

referência, r é o vetor dos resíduos (forças desbalanceadas) e λ é um fator de proporcionalidade

(fator de carga) que controla a aplicação do carregamento (f= λq).

Variando o fator de carga e determinando-se os deslocamentos nodais correspon-

dentes pode-se determinar as curvas cargas-deslocamento (caminhos de equilíbrio) da estru-

tura. Estas curvas são fundamentais para a interpretação dos resultados de análises não lineares,

permitindo a determinação da capacidade de carga da estrutura, tipos de falha, estabilidade e

caminhos pós-críticos, etc.

Como as equações de equilíbrio são não lineares, sua solução exige a utilização de

métodos numéricos apropriados. O Método de Newton-Raphson é o mais utilizado na solução

destas equações. Neste método, as equações de equilíbrio são linearizadas:

rn = r+KTδu+
∂r
∂λ

δλ ⇒ KT =
∂r
∂u

(22)

onde o subscrito n representa o valor do novo resíduo, KT é a matriz de rigidez tangente e ∂r
∂λ

é

igual ao vetor de forças internas q. Como a carga não depende dos deslocamentos, a matriz de

rigidez tangente é dada por:

KT =
∂g
∂u

(23)

A Equação (22) pode ser reescrita considerando que o novo resíduo deve se anular

(rn = 0). Assim:

KTδu−δλq=−r (24)

Infelizmente, este sistema de equações não pode ser resolvido, porque contém n+1 incógnitas,



31

mas apenas n equações, onde n é o número de graus de liberdade da estrutura. A seguir, serão

apresentadas formas de resolver este problema.

3.2.1 Controle de Carga

No Método do Controle de Carga, o fator de carga λ é mantido constante durante

cada passo. Portanto, δλ é igual a zero durante todas as iterações. Desta forma, a Equação (24)

pode ser escrita como:

KTδu=−r (25)

Após o cálculo do incremento de deslocamentos, os deslocamentos nodais são atu-

alizados como

un = u+δu (26)

Em seguida, os deslocamentos atualizados são utilizados para calcular o vetor de forças internas

e o novo resíduo, de acordo com a Equação (21). O processo iterativo deve continuar até que o

resíduo das equações de equilíbrio seja suficientemente pequeno:

||r||
max(1, ||f||)

≤ TOL (27)

onde TOL é uma tolerância numérica prescrita.

3.2.2 Métodos de Newton-Raphson com Restrição

Devido a necessidade de superar tanto os fenômenos de “snap-through"como “snap-

back", Wempner37 e Riks38 propuseram o Método do Comprimento de Arco, posteriormente

modificado por vários autores, como Ramm39 e Crisfield40.

Como o sistema de equações de equilíbrio, Equação (21), consiste em n equações

e n+ 1 incógnitas, a ideia principal destes métodos consiste em adicionar uma equação de

restrição relacionando os incrementos de carga (∆λ) e deslocamento (∆u). Logo, tem-se o

seguinte sistema equações:

[

r(u,λ)

a(∆u,∆λ)

]

= 0 (28)

A restrição a(∆u,∆λ) pode ser reescrita como a(u,λ) sendo:

∆u= u−u

∆λ = λ−λ
(29)



32

onde (u,λ) corresponde ao último ponto de equilíbrio conhecido e (u,λ) corresponde ao ponto

que se deseja determinar. Desta forma, a Equação (28) pode ser escrita como

[

r(u,λ)

a(u,λ)

]

= 0 (30)

Linearizando a Equação (30) e anulando o novo resíduo e o novo valor da restrição

chega-se a

[

K −q

a,Tu a,λ

][

δu

δλ

]

=−

[

r

a

]

(31)

Tomando apenas a primeira equação do sistema anterior, tem-se que

KTδu= δλq− r ⇒ δu= δλδu1−δu2 (32)

onde

KTδu1 = q e KTδu2 = r (33)

Substituindo a Equação (32) na segunda equação do sistema de Equações (31)

obtém-se a expressão que permite a determinação do incremento do fator de carga:

δλ =
a,Tu δu2−a

a,Tu δu1+a,λ
(34)

Conhecidos δu e δλ, as variáveis correspondentes à nova iteração i+1 são calculadas como:

ui+1 = ui+δu

λi+1 = λi+δλ
(35)

Caso necessário, os incrementos calculados em cada passo podem ser calculados como

∆ui+1 = ∆ui+δu

∆λi+1 = ∆λi+δλ
(36)

Obviamente, no início de um novo passo estes incremento são nulos: ∆u0 = 0 e ∆λ0 = 0.

Alternativamente, estes incrementos podem ser calculados a partir da diferença entre os valores

atuais e os valores correspondentes ao último ponto de equilíbrio conhecido:

∆ui+1 = ui+1−u

∆λi+1 = λi+1−λ
(37)
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A forma específica de cada método incremental-iterativo é determinada pela res-

trição a(∆u,∆λ) utilizada para relacionar os incrementos de carga e deslocamento. Em todos

os métodos discutidos neste trabalho, o processo iterativo é baseado no Método de Newton-

Rapshon, sendo necessário a utilização da matriz de rigidez tangente.

No caso do Controle de Deslocamento, a restrição utilizada é dada por:

a= u j−up = eTj u−up (38)

onde up é o deslocamento prescrito e e j é um vetor unitário cujas componentes são todas nulas

com excessão da componente de controle j. Considerando que a,u= e j e a,λ= 0, a Equação

(34) no caso de Método do Controle de Deslocamento é dada por

δλ =
δu j

2−a

δu1
(39)

Considerando que no início da primeira iteração, correspondente ao preditor, o resíduo é nulo,

então δu2 = 0. Assim:

δλ =
−a

δu j
1

=
up−u j

δu j
1

=
∆up

δu j
1

(40)

onde ∆up é o incremento escolhido para o deslocamento de controle. Como a restrição a uti-

lizada no Método de Controle de Deslocamento é linear, neste caso o Método de Newton-

Rapshon é exato e a restrição é nula em todas as demais iterações. Assim, nas iterações após o

preditor, o incremento do fator de carga é calculado como

δλ =
δu j

2

δu j
1

(41)

No caso dos Métodos de Comprimeto de Arco, a restrição pode ser escrita como:

a= (∆uT ∆u+ψ2∆λ2qT q)−∆l2 (42)

onde ∆l é o incremento do comprimento de arco da curva de equilíbrio (u,λ) e ψ é um fator

de escala entre os termos de carga e deslocamento. Esta equação pode ser entendida como

um hiperesfera de raio ∆l no espaço ℜn+1. A restrição é responsável por assegurar que todos

os pontos obtidos durante o processo iterativo estejam a uma distância ∆l do último ponto

convergido (i.e. sobre a curva carga-deslocamento), como ilustrado na Figura 16.

Derivando a Equação (42) obtém-se os termos da Equação (34) necessários ao cál-
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Figura 16 – Representação gráfica do método do comprimento de arco.

Fonte: Rocha (2013)6

culo do incremento do fator de carga:

a,u= 2∆u

a,λ= 2ψ2∆λqTq
(43)

O valor do fator de escala ψ varia de acordo com o tipo do método utilizado. Tanto

Crisfield40 quanto Ramm39 concluíram que este fator tem pouca influência no comportamento

do algoritmo e sugeriram utilizar ψ = 0, efetivamente transformando a hiperesfera em um hi-

percilindro. Assim, este método chamado Comprimento de Arco Cilíndrico. Por outro lado,

quando ψ 6= 0, o método é chamado Comprimento de Arco Esférico.

Neste trabalho, apenas o Método do Comprimento de Arco Cilíndrico será consi-

derado. Neste caso, considerando ψ = 0 e substituindo os termos da Equação (43) na Equação

(34), chega-se à expressão do incremento do fator de carga:

δλ =
2∆uTδu2−a

2∆uT δu1
(44)

Ramm39 utiliza uma forma linearizada para a restrição a. Devido ao uso o Método de Newton-

Rapshon, restrições lineares são satisfeitas de forma exata em todas as iterações. Assim, consi-
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derando a= 0, o incremento do fator de carga é calculado como:

δλ =
∆uTδu2
∆uT δu1

(45)

Um interpretação geométrica da forma proposta por Ramm é que o incremento de carga calcu-

lado da forma acima faz com que o deslocamento iterativo (δu) seja ortogonal ao deslocamento

incremental (∆u) acumulado no passo corrente:

∆uTδu= ∆uT (δλδu1−δu2) = 0 ⇒ δλ =
∆uTδu2
∆uTδu1

(46)

Crisfield40 também considerou ψ = 0, mas utilizou diretamente a forma quadrática

da restrição para o cálculo do fator de carga na nova iteração. Considerando que a restrição é

satisfeita de forma exata ao final da nova iteração, tem-se que:

ai+1 = ∆uTi+1∆ui+1−∆l2 = 0 (47)

Onde o novo incremento de deslocamentos é dado por

∆ui+1 = ∆ui+δu= ∆ui+δλδu1−δu2 (48)

Substituindo este incremento na Equação (47) chega-se a uma equação do 2o grau dada por:

Aδλ2+Bδλ+C = 0 (49)

onde

A= δuT1 δu1

B= 2δu1(∆ui−δu2)

C = (∆ui−δu2)T (∆ui−δu2)−∆l2

(50)

Resolvendo-se esta equação obtém-se duas raízes δλ1 e δλ2. De acordo com Crisfield40, o pro-

cedimento para escolher a raiz apropriada consiste em calcular o vetor dos novos deslocamentos

incrementais ∆ui+1 para ambas as soluções e escolher aquela que fizer o menor ângulo com o

incremento anterior (∆ui). A ideia desta escolha é evitar mudanças bruscas nos deslocamentos

incrementais de uma iteração para outra, melhorando a convergência do método.

As expressões apresentadas anteriormente para cálculo do incremento de fator de

carga (δλ) no Método do Comprimento de Arco não podem ser utilizadas na primeira iteração

de um novo passo (i.e. incremento) porque neste caso o deslocamento incremental acumulado é

nulo (∆u= 0). Assim, a primeira iteração de um novo passo é conhecida como preditor e deve

ser tratada de forma especial.
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Como o preditor se inicia em um ponto de equilíbrio, tem-se que o resíduo é nulo

e, em consequência, tem-se que δu2 = 0. Desta forma, o incremento de deslocamento no final

do preditor é dado por

∆u= ∆λp δu1 (51)

Substituindo esta expressão na restrição do comprimento de arco, tem-se:

ap = ∆λ2
p δuT1 δu1−∆l2 = 0 (52)

Portanto, o incremento de carga correspondente ao preditor pode ser calculado a partir da ex-

pressão:

∆λp =
s∆l

√

δuT1 δu1
(53)

onde s indica o sinal (positivo ou negativo) do incremento de carga. A escolha do sinal do

preditor de carga pode ser feita analisando o número de pivôs negativos na matriz de rigidez

tangente após fatoração (s= 1 casoKT seja positiva definida). Nesse caso, quando a curva passa

por um ponto limite, um pivô negativo surge e, assim, o preditor tende a fazer a curva caminhar

para baixo (trecho instável). Porém, pivôs negativos também surgem quando a curva passa

por pontos de bifurção, mas o caminho não necessariamente se torna descendente. Assim, em

tais casos, a utilização deste método causaria uma oscilação em torno do ponto de bifurcação.

Outros trabalhos buscam utilizar outras medidas para calcular o sinal do preditor41.

Por fim, torna-se necessário definir um valor para comprimento de arco (∆l) inicial

e atualizar este valor a cada passo. Como o comprimento de arco é uma parâmetro geométrico

com pouco significado físico, é interessante definir o seu valor inicial a partir de um incremento

de carga, como no Método do Controle de Carga. Assim, utilizando a Equação (53) pode-se

calcular

∆l = ∆λ0

√

δuT1 δu1 (54)

onde ∆λ0 é o incremento de carga inicial.

É importante notar que, dependendo do ponto em que se esteja na curva carga-

deslocamento, pode ser necessário utilizar um comprimento de arco menor para que a conver-

gência seja atingida. Tal fato ocorre, notadamente, na proximidade de pontos limites. Por outro

lado, em regiões bem comportadas, como trechos em que o caminho de equilíbrio apresenta

curva de baixa curvatura, o comprimento de arco pode ser aumentado, de modo a diminuir o

número de passos e, portanto, o esforço computacional. Uma forma simples de atingir este

objetivo é adaptar o comprimento de arco de acordo com o número de iterações necessárias à
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convergência:

∆ls+1 = ∆ls

√

Id

Is
(55)

Nesta expressão, Id é o numero alvo de iterações para o próximo passo, ou seja, o número de

iterações que se espera utilizar para atingir a convergência e Is é o número de iterações utilizadas

no passo anterior (s).

3.3 Elemento Sólido Laminado

Existem diferente formas de modelar os compósitos laminados. Os mais utilizados

consistem na abordagem da Teoria da Camada Equivalente (Equivalent Single Layer) utilizada

na modelagem de cascas e placas. Nesta abordagem, a contribuição de cada camada (layer) é

considerada utilizando a integração através da espessura com a intensão de formar uma única

lâmina equivalente42. Esta abordagem transforma efetivamente o problema tridimensional em

um problema bidimensional através da utilização das hipóteses cinemáticas baseadas nas diver-

sas teorias de placas, como a Teoria de Deformação de Cisalhamento de Primeira Ordem (First

Order Shear Deformation Theory, FSDT), a Teoria de Deformação de Cisalhamento de Alta

Ordem (Higher Order Shear Deformation Theory, HSDT), a Teoria Zigzag (Zigzag Theory),

entre outras43,44.

Apesar dos elementos finitos baseados nestas teorias apresentarem uma boa perfor-

mance na análise de laminados, eles não são capazes de captar todas as tensões transversais,

que são a causa do fenômeno da delaminação7,8,45.

Uma outra alternativa é o uso de elementos sólidos que são capazes de captar esta-

dos de tensão tridimensionais e assim representar o fenômeno da delaminação. Com esta visão,

diferentes formulações como elementos solid-shell46 , shell kinematic assumptions47 podem ser

utilizadas, assim como Assumed Natural Strain (ANS) e Enhanced Assumed Strain (EAS)48,49.

Apesar da eficiência destes elementos, sua formulação é bastante complexa e a im-

plementação computacional em um software de elementos finitos é bastante trabalhosa. Devido

a estas dificuldades, optou-se por utilizar elementos sólidos paramétricos desenvolvidos utili-

zando a abordagem Lagrangiana Total. A formulação destes elementos para caso de materiais

homogêneos e isotrópicos é bastante conhecida dentro da literatura, porém o mesmo não ocorre

com o caso de laminados.

Como discutido no Capítulo 2, estes materiais não são nem homogêneos nem iso-

trópicos. Um solução para utilizar elementos homogêneos seria empregar uma discretização

refinada de forma que houvesse um elemento por lâmina. Contudo, esta abordagem é proibitiva

nos casos práticos, pois é comum o uso de laminados com um número elevados de lâminas.

Assim, é necessário adaptar a formulação convencional destes elementos de forma a permitir a

análise de estruturas laminadas utilizando apenas um elemento na espessura do laminado.
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O número de nós, coordenadas paramétricas, graus de liberdade e sequência de

laminação encontram-se representados na Figura 17. É importante notar que as lâminas são

empilhadas na direção da espessura, que no elemento desenvolvido e implemento neste traba-

lho corresponde sempre à direção da coordenada paramétrica t. O sentido do empilhamento

corresponde ao sentido positivo da coordenada t, como ilustrado na Figura 17b.

Figura 17 – Elemento BRICK20 e sequência de laminação.

(a) Elemento BRICK20 e suas coordenadas. (b) Sequência de laminação
Fonte: Elaborado pelo autor.

Os deslocamentos u,v,w dentro do elemento são interpolados a partir dos desloca-

mentos nodais (ui,vi,wi):

u=
n

∑
i=1

Niui; v=
n

∑
i=1

Nivi; w=
n

∑
i=1

Niwi (56)

onde Ni são as funções de forma11 e n é o numero de nós. Estas equações podem ser escritas

na seguinte forma matricial:











u

v

w











=
n

∑
i=1







Ni 0 0

0 Ni 0

0 0 Ni

















ui

vi

wi











=
n

∑
i=1
Niui = Nu (57)

onde:

N=
[

N1 N2 ... Nn

]

(58)

Logo, a matriz de interpolação dos deslocamentos N é formada por uma série de sub-matrizes

correspondentes a cada nó. É importante notar que as matrizes deformação-deslocamento B,

discutidas a seguir, apresentam o mesmo padrão.

Utilizando a formulação isoparamétrica, a geometria do elemento é mapeada utili-
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zando as mesmas funções de forma utilizadas para interpolar os deslocamentos:

x=
n

∑
i=1

Nixi; y=
n

∑
i=1

Niyi; z=
n

∑
i=1

Nizi (59)

onde xi,yi,zi são as coordenadas nodais do elemento no sistema global. Para obter as derivadas

que compõe a matriz deformação-deslocamento, é necessário definir a matriz Jacobiana (J),

para assim transformar as derivadas das coordenadas paramétricas para cartesianas:

J=







∑n
i=1Ni,rxi ∑n

i=1Ni,ryi ∑n
i=1Ni,rzi

∑n
i=1Ni,sxi ∑n

i=1Ni,syi ∑n
i=1Ni,szi

∑n
i=1Ni,txi ∑n

i=1Ni,tyi ∑n
i=1Ni,tzi






⇒











Ni,x

Ni,y

Ni,z











= J−1











Ni,r

Ni,s

Ni,t











(60)

3.3.1 Deformações

Como a abordagem não linear é o foco, a formulação Lagrangiana Total será utili-

zada. Esta abordagem é baseada na utilização das deformações de Green-Lagrange:

εεε =
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γxz

γyz























=























u,x

v,y

w,z

u,y+ v,x
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1
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u,x u,z+ v,x v,z+w,xw,z

u,y u,z+ v,y v,z+w,yw,z























(61)

É interessante notar que as deformações são compostas por uma parcela linear e uma parcela

não linear:

εεε = εεεl +εεεnl =
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(62)

Com objetivo relacionar as deformações de Green-Lagrange com os deslocamen-

tos nodais do elemento, é interessante definir o vetor auxiliar βββ que contém as derivadas dos
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deslocamentos:

βββ =
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onde a matriz G tem a mesma forma da matriz N definida anteriormente. Utilizando o vetor βββ,

as deformações de Green-Lagrange podem ser escritas como:

εεε = εεεl +εεεnl =Hβββ+
1
2
Aβββ (64)

onde matriz constante H é dada por:

H=























1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0























(65)

e a matriz A é aquela que multiplica do vetor βββ na Equação (62).

Utilizando a relação βββ =Gu, definida na Equação (63), pode-se escrever as defor-

mações de Green-Lagrange como:

εεε =HGu+
1
2
AGu= B0u+

1
2
BLu (66)

ou simplesmente

εεε = Bu ⇒ B= B0+
1
2
BL (67)

Nesta equação, B0 = HG à matrix correspondente à parcela linear da relação deformação-

deslocamento, enquanto BL = AG corresponde à parcela não linear desta relação.
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3.3.2 Forças Internas

O vetor de forças internas do elemento (g) é obtido a partir da parcela interna do

trabalho virtual:

δU = δuTg=
∫
V

δεεεTσσσdV (68)

Devido ao uso da formulação Lagrangiana Total, σσσ é o vetor das tensões de Piola-Kirchhoff II e

a deformação virtual é obtida a partir da variação da deformação de Green-Lagrange. Partindo

da Equação (66) pode-se mostrar36 que:

δεεε = Bδu (69)

onde

B= B0+BL (70)

Substituindo a Equação (69) na Equação (68) e considerando-se deslocamentos vir-

tuais nodais (δu) arbitrários o vetor de forças internas do elemento pode ser calculada como

g=
∫
V
B

T
σσσdV (71)

É importante notar, que devido a utilização da formulação Lagrangiana Total, a integral acima

é calculada na geometria inicial (indeformada) do elemento.

3.3.3 Matriz de Rigidez

Como discutido anteriormente, a matriz de rigidez tangente (KT ), utilizada nas ite-

rações de Newton-Rapshon, é obtida através da diferenciação do vetor de forças internas em

relação aos deslocamentos nodais:

KT =
∂g
∂u

=
∫
V
B

T
dσσσdV +

∫
V
dB

T
σσσdV = (KE +KG)du (72)

onde KE representa a matriz de rigidez dependente do material e KG representa a matriz de

rigidez geométrica.

O incremento de tensões pode ser escrito como:

dσσσ =
∂σσσ

∂εεε

∂εεε

∂u
du= CT Bdu (73)

onde

CT =
∂σσσ

∂εεε
(74)
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é a matriz constitutiva tangente. Portanto, a parcela da matriz de rigidez tangente dependente

do material pode ser escrita como

KE =
∫
V
B

T
CTBdV (75)

Finalmente, diferenciando-se a matrizB em relação aos deslocamentos nodais pode-

se mostrar36 que:

KG =
∫
V
GTSGdV (76)

onde:

S=







S 0 0

0 S 0

0 0 S






⇒ S=







σxx τxy τxz

τxy σyy τyz

τxz τyz σzz






(77)

3.3.4 Integração do Elemento Sólido Laminado

É importante notar que as Equações (56) a (77) são idênticas para elementos la-

minados e convencionais (i.e. homogêneos). Entretanto, nos elementos laminados a matriz

constitutiva C muda lâmina a lâmina. Em consequência disso, as tensões e a matriz constitu-

tiva são descontínuas na direção da espessura, apesar dos deslocamentos e deformações serem

contínuos no elemento. Desta forma, os procedimentos de integração utilizados para elementos

convencionais não podem ser utilizados em elementos laminados.

No caso de elementos laminados, a integração do vetor de forças internas e da matriz

de rigidez do elemento devem ser realizadas camada por camada. O procedimento proposto

neste trabalho será discutido utilizando a matriz elástica como exemplo:

KE =
∫
V
B

T
CBdV =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
B

T
C B |J|drdsdt

=
∫ t2

t1=−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
B

T
C1B |J|drdsdt+ ...

∫ tk+1

tk

∫ 1

−1

∫ 1

−1
B

T
CkB |J|drdsdt

...+
∫ tm+1=1

tm

∫ 1

−1

∫ 1

−1
B

T
CmB |J|drdsdt

(78)

onde m é o numero de lâminas do compósito e tk é a coordenada paramétrica da face inferior da

k-ésima lâmina.

A matriz de rigidez e o vetor de forças internas de elementos isoparamétricos são

geralmente integrados utilizando a quadratura de Gauss, na qual as coordenadas e os pesos são

definidos dentro de um intervalo padrão [-1, 1]. Contudo, as integrais correspondentes a cada

lâmina estarão em intervalos paramétricos diferentes do padrão, impedindo a utilização direta

da quadratura de Gauss.
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Assim, a fim de utilizar os mesmos pontos e pesos de Gauss, as coordenadas para-

métricas dos pontos de Gauss na direção da espessura devem ser mapeadas utilizando a expres-

são:

t =
tk+1+ tk

2
+

(tk+1− tk)

2
t ′ (79)

onde t ′ representa as coordenadas paramétricas no intervalo padrão [-1, 1]. Derivando-se esta

expressão verifica-se que o incremento dt para a k–ésima lâmina é dado por:

dt =
(tk+1− tk)

2
dt ′ (80)

Logo, a matriz de rigidez pode ser calculada a partir de:

KE =
m

∑
k=1

∫ tk+1

tk

∫ 1

−1

∫ 1

−1
B

T
CkB |J|drdsdt

=
m

∑
k=1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
B

T
CkB |J|

(tk+1− tk)

2
drdsdt

′
(81)

Finalmente, utilizando a quadratura de Gauss:

KE =
m

∑
k=1

NPG

∑
i=1

(B
T
CkB |J|)i

(tk+1− tk)

2
Wi (82)

onde Wi são os pesos de Gauss. É importante notar que o mesmo procedimento é aplicado ao

vetor de forças internas g e a matriz de rigidez geométrica KG.

Considerando que o elemento deve produzir resultados consistentes independente

do número de lâminas, recomenda-se a utilização em cada lâmina do mesmo número de pontos

de Gauss utilizados na integração do elemento homogêneo correspondente. Assim, caso o

elemento laminado seja um BRICK20, recomenda-se a utilização de integração com 2×2×2

(integração reduzida) ou 3×3×3 (integração completa) em cada lâmina.

3.3.5 Sistema de Coordenadas Local

Como discutido no Capítulo 2, materiais compósitos reforçados por fibras podem

ser considerados como ortotrópicos em um sistema de coordenadas local. A Figura 18 mostra

o sistema de coordenadas do material, onde x1 está alinhado com a direção da fibra, x2 corres-

ponde a direção “in-plane"perpendicular à direção das fibras e x3 está alinhado com a direção

da espessura (fora do plano). Esta figura também mostra o sistema de coordenadas do laminado

(x̂, ŷ, ẑ) e o ângulo θ que define a orientação das fibras de cada lâmina. É importante notar que

o sistema do laminado e o sistema das lâminas (material) tem o mesmo vetor normal ao plano.

Em elementos de placa e casca baseados na Teoria de Camada Equivalente, a matriz

constitutiva de cada camada, referente aos eixos (x̂, ŷ, ẑ), é integrada através da espessura do
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Figura 18 – Sistemas de coordenadas Global (laminado) e local assim como seus vetores unitários.

Fonte: O autor.50

laminado para que sua matriz constitutiva seja calculada. Esta abordagem não é utilizada para

os elementos sólidos apresentados neste trabalho. Ao invés disso, a matriz constitutiva de cada

lâmina é transformada para o sistema global utilizando a Equação (10) e utilizada diretamente

na integração da matriz de rigidez do elemento, como discutido na seção anterior.

Portanto, neste trabalho os eixos do laminado são utilizados somente para a defini-

ção das direções das lâminas. Um vetor unitário â é utilizado para definir a direção do vetor

x̂ do laminado em relação ao sistema global. Por exemplo, no caso de uma casca cilíndrica â

corresponde a um vetor unitário na direção axial do cilindro.

O vetor unitário ê3 na direção da espessura, é calculado a partir da derivada das

coordenadas do elemento x em relação à coordenada paramétrica t:

ê3 =
x,t
|x,t |

(83)

onde

x,t =
n

∑
i=1

Ni,t xi (84)

O vetor unitário ê1 que define o eixo x1 é calculado através da rotação do vetor â de

um ângulo θ em relação ao eixo ê3.

ê1 = Ro · â (85)

Onde Ro é definido utilizando a fórmula de Rodriguez9:

Ro = I+ sin(θ) ·S+(1− cos(θ)) ·S2

onde: S=







0 −n3 n3

n3 0 −l3

−m3 l3 0







(86)
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Sendo

ê3 =
{

l3 m3 n3

}

(87)

Finalmente, o vetor ê2 é calculado através do produto vetorial dos vetores anteriores:

ê2 = ê3 × ê1 (88)

Como a tríade (ê1, ê2, ê3) é composta por vetores unitários ortogonais, suas com-

ponentes no sistema global são os cossenos diretores utilizados na Equação (6) para montar a

matriz de transformação T. É importante notar que, como os elementos podem ser curvos, o

sistema de coordenadas local definido por estes três vetores pode variar ao longo do elemento.

Assim, estes vetores devem ser calculados para cada ponto de Gauss utilizado na integração do

elemento.
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4 MODELAGEM DA DELAMINAÇÃO

A delaminação pode ser um dos mais importantes modos de falha de estruturas

compósitas, levando a uma perda significativa da integridade estrutural. Recentemente, grandes

progressos tem sido feito no desenvolvimento de ferramentas para a previsão de dano inter-

laminar. A Mecânica da Fratura Linear Elástica (MFLE) tem se mostrado uma ferramenta

efetiva para a previsão do crescimento da delaminação. Técnicas como o VCCI (Virtual Crack

Closure Integral), proposta por Rybicki51 e modificado por Raju52, têm sido utilizadas com

sucesso. Krueger53 resumiu estes métodos de forma bem clara em seu trabalho. Outros méto-

dos, como Método da Integral J54, o Método da Extensão de Trinca Virtual55 e o Método da

Rigidez Derivada56 também foram utilizados com este intuito. Entretanto, para estes métodos

serem aplicados é necessário a existência de uma trinca inicial, pois eles não permitem simular

o aparecimento da trinca, mas apenas a sua propagação.

Uma abordagem para a simulação da delaminação pode ser desenvolvida utilizando

o Modelo de Trinca Coesiva (MTC)8. A ideia deste modelo é que as trincas discretas se ori-

ginam e crescem a partir da aglutinação ou coalescência de microfissuras existentes na região

da ponta da trinca (região de processo). Dugdale57 introduziu o conceito de que a tensão no

material é limitada pela tensão de escoamento e que na ponta da trinca forma-se um pequena

zona plástica. Barenblatt58 introduziu forças coesivas em um nível molecular para solucionar o

problema de equilíbrio em corpos elásticos com trincas. Estes modelos, embora considerados

similares, diferem, já que o primeiro assume que na zona de plasticidade na ponta da trinca a

tensão é constante e igual a tensão de escoamento, enquanto e o outro supõe que a tensão (σσσ)

varia conforme o deslocamento relativo entre as faces da trinca, como mostra a Figura 19.

Figura 19 – Representação das tensões na ponta das trincas dos diferentes modelos.

(a) Dugdale. (b) Barenblatt.
Fonte: Montenegro (2014)59.

A lei constitutiva que modela o amolecimento simplifica os complexos mecanismos

que acontecem no material ao longo da frente da trinca, onde uma grande quantidade de energia

é dissipada no processo de fratura. Para compósitos laminados, estes mecanismos incluem a

nucleação, crescimento e coalescência de microcavidades.

Hillerborg et al.60 desenvolveram um modelo aplicando os conceitos de zona co-

esiva e batizaram-no de Fictious Crack Model (Modelo de Trinca Fictícia), para investigar a
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fratura em materiais parcialmente frágeis como o concreto. Este foi desenvolvido para repre-

sentar o comportamento das fissuras que possuem uma região onde há transmissão de esforços

entre as suas faces (Figura 20). O modelo de Hillerborg foi formulado para modo I das fra-

turas de concreto, podendo ser aplicado igualmente a outros materiais quase-frágeis, e depois

estendido para o modo misto (modo I e II)61.

Figura 20 – Esquemático da zona coesiva

Fonte: Montenegro (2014)59.

O trabalho de Hillerborg et al. teve dois focos principais:

a) A tensão resistente τ0 e a curva de amolecimento, que permite que o material

não rompa logo após atingir τ0 .

b) A fissura coesiva pode se manisfestar em qualquer material, mesmo sem haver

macrofissuras preexistentes.

Esta afirmações contrariaram as abordagens construídas nos trabalhos de Barenblatt e Dugdale,

que restringia a fissura coesiva a análises de fraturas próxima a fissuras preexistentes.

Os Modelos de Zona Coesiva (MZC) permitem tanto simular o início da delamina-

ção como o seu crescimento sem a necessidade de especificar uma trinca inicial. A lei coesiva-

decoesiva relaciona a tensão interna com a diferença de deslocamentos entre 2 faces adjacentes.

Desta forma, a tensão entre as faces da trinca não cai bruscamente a zero como na Mecânica da

Fratura Linear Elástica, sendo reduzida paulatinamente à medida que os deslocamentos relati-

vos entre as faces da trinca aumentam.

A propriedade do material que relaciona a tensão que atua entre as faces da trinca

à abertura δ, é encontrada através da relação σ = f (δ). A função f (δ) é conhecida como

função de amolecimento do material e é determinada através de ensaios mecânicos. A tensão

transferida, no modo I, é normal às faces da fissura. As duas propriedades mais importantes

para a curva de amolecimento são a tensão resistente τ0, e a taxa de liberação de energia crítica
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Gc. A Figura 21 ilustra esta relação. Quando a área sob o gráfico é igual à taxa de liberação de

energia crítica Gc, a tração é reduzida a zero e a nova superfície de trinca é formada.

Figura 21 – Tensões na zona coesiva

Fonte: Turon (2006).31

Os Modelos de Zona Coesiva são mais eficientes que os modelos de Mecânica da

Fratura devido a sua capacidade de representar o início da trinca e sua propagação. Desta forma,

tanto as análises de tolerância de serviço da estrutura danificada, como as análises de resistência

as tensões da estrutura íntegra podem ser realizados com a mesma ferramenta de análise.

Existem outros métodos que também vem sendo utilizados para descrever o cresci-

mento de trincas sem um caminho de crescimento pré-determinado como as formulações “en-

riquecidas"62,63 ou Método dos Elementos Finitos Estendido/Generalizado (XFEM/GFEM)64.

Entretanto, estes métodos possuem uma abordagem mais complexa que a utilizada na aborda-

gem de zona coesiva.

Este capítulo apresentará uma formulação de elementos de interface utilizando leis

constitutivas baseadas na mecânica do dano, incluindo a termodinâmica dos processos irrever-

síveis.

4.1 Abordagem pelo método dos Elementos Finitos

As principais abordagens para a simulação do processo de abertura e propagação de

trincas pelo Método dos Elementos Finitos, pode ser dividida em três grupos:

a) Abordagens contínuas que descrevem o processo de fratura por modelos consti-

tutivos de alta ordem, como modelos integrais não locais (Integral-type nonlocal

models)65,66.

b) Em modelos contínuos com descontinuidades, onde as fraturas são descritas

como deslocamentos descontínuos, que são contidas dentro da descrição de con-

tinuidade do material67.

c) Em abordagens discretas que descrevem o processo de fratura não linear com a

falha de elementos discretos, como treliças e vigas68.

A trinca, assim como seu crescimento, pode ser incorporada à malha de elementos

finitos através de diferentes métodos. Na Figura 22, algumas estratégias são mostradas, como
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o tratamento de trincas espalhadas (smeared crack), trincas embutidas na malha (embedded

crack) e a que trata o fraturamento como falha de elementos discretos. A figura ainda apresenta

a malha de umamodelagem que utiliza elementos reticulados (lattice model). As duas principais

estratégias empregadas para fraturas em materiais quase-frágeis são as trincas espalhadas e as

trincas discretas61,69, apesar de alguns autores incluírem o modelo de trincas reticuladas61.

Figura 22 – Fissuras incorporadas em modelos numéricos.

Fonte: Saouma (2000)70.

Os modelos utilizando fissuras espalhadas e embutidas são baseadas nas formula-

ções com base na mecânica do contínuo69,70, enquanto as fissuras discretas possuem formula-

ções mais compatíveis com a mecânica da fratura70.

No conceito da trinca espalhada, a formulação tradicional do MEF é utilizada com

elementos que são dependentes das relações tensão-deformação obtidas após a abertura δ (apli-

cada) no elemento interceptado pela trinca. As fraturas, dentro desta abordagem, são repre-

sentadas através de um número infinito de trincas paralelas com aberturas infinitesimais61. As

trincas são incorporadas através de leis constitutivas (tensão-deformação) do material, que deve

ser necessariamente não linear e apresentar comportamento de amolecimento (softening)69. A

propagação destas é simulada pela redução da rigidez e resistência do material61. As deforma-

ções são decompostas entre uma parte contínua e uma parte considerando a trinca. A principal

vantagem deste método é, normalmente, a ausência da necessidade de modifacar a topologia da

malha durante a progressão da fratura61,69,71. A principal desvantagem é a a limitação dos mo-

dos de deformação advindos do Método dos Elementos Finitos baseado em deslocamentos que,

geralmente, não acomoda campos de descontinuidade facilmente, exceto quando as desconti-

nuidades são alinhadas com as bordas dos elementos. Outros problemas já foram apontados e

solucionados com abordagens secundárias, entretanto, algumas das soluções encontradas fun-

cionam bem em determinados casos, mas apenas parcialmente bem em outros69,72,73.

Em abordagens utilizando trinca discreta, a trinca estende-se entre os elementos e as

forças coesiva são simuladas utilizando elementos de interface conectando os nós de ambos os

lados da trinca. Os elementos devem considerar o deslocamento relativo entre as faces, prevenir
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interpenetração das faces e estimar precisamente as tensões ao longo e através da interface59,74.

O conceito de elementos de interface já foi dividido entre diversos elementos na li-

teratura, com a criação de elementos com diferentes denominações e formulações, basicamente,

semelhantes. A principal diferença entre estes elementos são: a espessura do elemento (finita

ou nula), formulação constitutiva baseada em deformações ou deslocamentos, número de nós

duplos (linear ou quadrático) e esquema de integração59,74.

O primeiro elemento de interface com altura nula foi proposto por Goodman et al.

[7] para uso na geotecnia, desde então diversos outros autores basearam-se na sua formula-

ção. O elemento formulado era formado de 4 nós e 8 graus de liberdade, e por causa de sua

formulação simples, implementação numérica fácil e resposta normal robusta foi amplamente

empregado, mesmo possuindo deficiências cinemáticas associadas à resposta tangente.

Os modelos coesivos podem diferir também entre formulações intrínsecas ou ex-

trínsecas (Figura 23). A diferença entre estas formulações está, basicamente, na forma como

os elementos que representarão a trinca são inseridos na geometria inicial e na maneira como a

inicialização da trinca é modelada.

Figura 23 – Representação das formulações (a) extrínseca e (b) intrínseca.

Fonte: Montenegro (2014)59.

Na formulação intrínseca, os elementos coesivos são introduzidos entre elementos

contínuos desde o início da análise. O critério de propagação da trinca é incorporado ao modelo

constitutivo dos elementos de interface75. As tensões coesivas crescem de zero até um ponto de

tensão máxima e, então, decrescem gradualmente até zero, permitindo assim, o descolamento

completo das faces. Xu et al.76 e Camacho et al.77 propuseram colocar elementos coesivos

entre cada par de elementos. Esta idéia é largamente utilizada nas simulações de delaminação

em materiais de múltiplas camadas utilizando elementos de interface31,78, uma vez que no caso

da delaminação o caminho da trinca é conhecido a priori, correspondendo a ligação entre duas

lâminas.
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Na formulação extrínseca, os elementos são inseridos adaptativamente, através de

algoritmos que refazem a malha, apenas após a previsão da falha da interface ser detectada79.

Portanto, nessa situação o critério de propagação é externo ao elemento de interface. Quando as

tensões agindo ao longo da interface entre dois elementos contínuos atingem um valor crítico,

permite-se que a interface abra conforme a relação tensão-separação introduzindo elementos de

interface com lei coesiva ao longo da interface danificada75. Esta abordagem tem sido utilizada

para modelar o crescimento de trincas coesivas no concreto80,81 e para modelar o crescimento

de trincas em materiais dúcteis82,83.

Segundo Tvergaard e Hutchinson82, em comparação a outros parâmetros coesivos,

como a resistência do material τ0 e a energia de fraturamento coesivo Gc, a influência do for-

mato da curva tensão-deslocamento relativo na resposta numérica, geralmente, é relativamente

fraca. Já Chandra et al.84 defende que a curva constitutiva depende do material e processos

inelásticos micromecânicos e, logo, a forma da curva deve refletir esses comportamentos, de

outra forma, os resultados não têm importência significativa.

4.1.1 As principais leis constitutivas

A definição das equações constitutivas que relacionam tração ao deslocamento re-

lativo em uma interface pode ser feita usando uma abordagem fenomenológica ou física. A

abordagem física para definir as equações constitutivas usa métodos que derivam diretamente

as equações constitutivas. Existem diversos métodos na literatura utilizando o teste de tração di-

reta85,86, a partir de medidas utilizando a integral J e a abertura de trinca final87,88 ou utilizando

a teoria fractal89. A calibração fenomenológica das equações constitutivas é alcançado utili-

zando os resultados obtidos em testes experimentais. Equações constitutivas são determinadas

comparando a resposta do teste de uma amostra (curva carregamento-deslocamento) com os da-

dos resultantes de análises de previsão utilizando diferentes parâmetros. Existem basicamente

dois grupos de análises para ajustar as equações constitutivas utilizando dados experimentais90.

O primeiro grupo são técnicas que usam curvas suavizadas definidas a priori por um conjunto

de parâmetros, ajustados a partir de dados experimentais. O segundo grupo usa pontos caracte-

rísticos ou propriedades das curvas de carga-deslocamento (pico de carga ou área sob o gráfico).

Muitos destes modelos têm sido propostos. Os mais simples utilizam equações constitutivas bi-

lineares34,45,78,91 Entretanto, existem modelos mais sofisticados82,92–94 Alguns destes modelos

são mostrados na Figura 24.

Needleman94 desenvolveu uma lei coesiva-decoesiva a partir da ideia de um poten-

cial energético para simular o crescimento de trincas em sólidos isotrópicos ducteis e frágeis.

Este baseou-se na lei universal da relação entre energia de abertura e separação atômica de

Smith-Ferrante proposta em Rose et al.101. Esta lei é largamente aplicada como uma lei ex-

ponencial coesiva, apesar da natureza das tensões tangenciais precisarem ser adicionalmente

impostas, visto que a relação foi voltada para interfaces atomicamente finas. Needleman59 e

muitos outros autores na literatura já apresentaram inúmeras expressões do potencial com a
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forma exponencial de Rose et al.101 representando os deslocamentos tangenciais de diferentes

maneiras.

Figura 24 – Curvas tração-deslocamento relativo.

Fonte: Turon (2006)31.

Alfano95 investigou a influência dos formatos das leis constitutivas comparando as

leis bilinear, trapezoidal, exponencial e linear-parabólica sob testes estáticos. Para um típico

teste de viga-dupla em balanço, as soluções encontradas foram praticamente independentes

do formato das leis utilizadas. Uma verificação numérica para medir o grau de precisão das

leis constitutivas mostrou que a lei trapezoidal apresentou o pior resultado tanto em termos

de estabilidade numérica como em termos de convergência da solução por elementos finitos à

solução exata. A lei exponencial foi provada ser a ótima em termos de precisão enquanto, a

bilinear apresentou a maior harmonização entre custo computacional e precisão31.

4.2 Princípio dos Trabalhos Virtuais

Reescrevendo a Equação (18) do princípio dos trabalhos virtuais aplicados a um

volume contínuo, descrito na seção 3.1, em notação indicial, tem-se:

δUint = δWext ⇒
∫
V

σi jδεi j dV =
∫
S
Tiδui dS+

∫
V
biδui dV (89)

onde as forças por unidade de volume são descritas por bi, atuando no corpo de volume V ,

e as forças de superfície por Ti , atuando na superfície S inteira do corpo. Por simplificade, a

formulação visa considerar apenas pequenos deslocamentos. Entretanto, esta pode ser estendida

seguindo os trabalhos desenvolvidos por Ortiz96 e Goyal97.

Se os componentes dos deslocamentos são descontínuos ao longo de uma superfície

de um corpo, o Princípio dos Trabalhos Virtuais não pode ser aplicado ao corpo inteiro, mas

pode ser reescrito para cada subregião na qual suas derivadas são contínuas97. Suponha um

volume indeformado V separado em dois domínios V t e V b por uma superfícies S fortemente
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descontínua através de V como mostra a Figura 25. Esta superfície é definida pelo seu vetor

normal n̂. Duas superfícies são unidas a S: A superfície inferior de V t denotada por S
t
e a

superfície superior de V b denotada por S
b
. Cada uma dessas superfícies é definida pelos seus

respectivos vetores normais como mostrado na Figura 25.

Figura 25 – Superfícies interna superior e inferior de um sólido contínuo modelado para ilustrar formu-
lação coesiva.

Fonte: Adaptado de Goyal (2004)97.

A superfície de interface S é uma superfície interna ao corpo e coincidente a S
t

e S
b
. A medida em que a análise evolui, estas superfícies mantem-se ligadas apenas pela lei

constitutiva que descreve o comportamento da interface.

O Princípio dos Trabalhos Virtuais aplicados a cada domínio V t e V b, resulta em:

∫
V t

σi jδεi j dV
t +

∫
S
t
T t
i δuti dS

t
=

∫
V t

biδui dV
t +

∫
St
Tiδui dS

t

∫
V b

σi jδεi j dV
b+

∫
S
b
T b
i δubi dS

b
=

∫
V b

biδui dV
b+

∫
Sb
Tiδui dS

b
(90)

A resultante das componentes das tensões agindo em qualquer superfície interior

deve obedecer a terceira lei de Newton. Entretanto, as componentes da tensão não são necessá-

riamente contínuas97. Logo, as equações de equilíbrio nas superfícies de interface são:

σt
i jn̂

t
i dS

t +σb
i jn̂

b
j dS

b = 0 ou, de forma equivalente,

T t
i dS

t
+T b

i dS
b
= 0 ∀xi ∈ S

(91)

somando a Equação (91) na Equação (90) e substituindo T b
i dS

b
por −T t

i dS
t
, obtem-se:

∫
V

σi jδεi j dV −
∫
S
t
T t
i (δu

t
i−δubi )dS

t
=

∫
V
biδui dV +

∫
S
Tiδui dS (92)
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Tomando as componentes de tensão Ti agindo na superfície S̄ e aplicando a terceira

lei de Newton tem-se a seguinte relação a partir da Equação (91):

T t
i dS

t =−T b
i dSb =−Ti dS ∀xt,bi ∈ St,b e x ∈ S (93)

Assim, o lado esquerdo da Equação (92) pode ser modificado utilizando a Equação

(93), permitindo que o Princípio dos Trabalhos Virtuais seja reescrito incluindo as superfícies

coesivas da seguinte forma:

∫
V

σi jδεi j dV +
∫
S
Tiδ∆i dS=

∫
V
biδui dV +

∫
S
Tiδui dS (94)

onde Ti no termo do trabalho virtual interno representa as componentes das tensões interfaciais

agindo na superfície média deformável da trinca.

As componentes do deslocamento relativo são descritas no sistema global através

da diferença entre os deslocamentos das duas faces da trinca:

∆i = uti−ubi (95)

A Equação (94) é a base para a análise de fraturas em sólidos contínuos utilizando

os MZC. Esta equação consegue descrever separadamente a contribuição do trabalho virtual

do sólido base através do primeiro termo do trabalho interno (Uint) e a contribuição da trinca

(segundo termo do trabalho interno) para o balanço da equação do Trabalho Virtual.

4.3 Formulação do Elemento de Interface

A formulação de elementos de interface de espessura nula será discutida a seguir.

Como exemplo ilustrativo, a geometria e topologia de um elemento 3D de 8 nós é mostrada na

Figura 26.

O vetor dos deslocamentos nodais u no sistema global é dado por:

uT =
[

ut1 vt1 wt
1 ... utn vtn wt

n | ub1 vb1 wb
1 ... ubn vbn wb

n

]

(96)

Os deslocamentos relativos do elemento são dados por:

∆∆∆ =
n

∑
i=1

Ni u
t
i−Ni u

b
i = Bu (97)

onde Ni representa as funções de forma do elemento, n representa o numero de nós em cada
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Figura 26 – Elemento de interface 8 nós 3D

Fonte: Adaptado de Evangelista (2013).98

face do elemento e B representa a matriz deformação-deslocamento:

B=







Ni 0 0 ... | −Ni 0 0 ...

0 Ni 0 ... | 0 −Ni 0 ...

0 0 Ni ... | 0 0 −Ni ...






(98)

A superfície de referência S ilustrada na Figura 25 é definida como a superfície média entre as

superfícies superior e inferior do elemento:

x=
n

∑
i=1

Ni xti +Ni xbi
2

(99)

É importante notar que modelos constitutivos da zona coesiva são definidos em

termos da relação entre tensão e deslocamentos relativos para cada modo de fratura, enquanto

as equações de equilíbrio do MEF são escritas no sistema de coordenadas global. É conveniente

definir um sistema de coordenadas locais no qual as direções são tangentes e normal à superfície

média do elemento correpondentes aos Modos II/III e Modo I, respectivamente. Inicialmente,

os vetores tangentes são computados como:

a1 = x,r; a2 = x,s (100)

logo, o vetor normal é calculado por:

a3 = a1×a2 (101)

Entretanto, os vetores a1 e a2 não são sempre perpendiculares. Logo, visando definir

uma base ortogonal, o vetor a1 é definido como o primeiro vetor tangencial do sistema local,
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enquanto a3 é utilizado para calcular o vetor normal do sistema:

e1 =
a1
|a1|

; e3 =
a3
|a3|

(102)

Finalmente, o segundo vetor tangencial do sistema local é calculado como:

e2 = e3× e1 (103)

A transformação dos deslocamentos do global (∆) para o sistema local (δ) é reali-

zada através da relação:

δδδ = R∆∆∆ (104)

onde a matriz de rotação R é dada por:

R=







l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n3






(105)

sendo:

e1 =
{

l1 m1 n1

}

; e2 =
{

l2 m2 n2

}

; e3 =
{

l3 m3 n3

}

(106)

Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, pode-se mostrar que as tensões po-

dem ser transformadas do sistema local para o global através da seguinte relação:

T= RT t (107)

onde t são as tensões coesivas no sistema local.

O vetor de forças internas g do elemento de interface é obtido a partir do PTV:

δWint = δuTg=
∫
S

δ∆∆∆TTdS (108)

Utilizando a Equação (97) e a Equação (107), o vetor de forças internas pode ser escrito como:

g=
∫
S
BTRT t |J|dS (109)

onde S corresponde a superfície média do elemento. Esta integral pode ser escrita em coorde-

nadas paramétricas como:

g=
∫ 1

−1

∫ 1

−1
BTRT t |J|drds (110)
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onde |J| = ||a3||. Finalmente, em uma implementação computacional, esta integração é reali-

zada numericamente utilizando a quadratura apropriada:

g=
N

∑
i=1

(

BTRT t |J|
)

i
Wi (111)

onde N é o número de pontos de integração, i indica o índice do ponto de integração e Wi é o

peso correspondente.

Vários autores31,45,98,99 observaram que a utilização da integração de Gauss em

elementos de interface podem causar problemas numéricos que dificultam a convergência da

análise (oscilações espúrias). Estes estudos mostraram que deve-se utilizar a integração de

Newton-Cotes no lugar da integração da Gauss. Entretanto, é recomentado a utilização de um

pouco a mais pontos de Newton-Cotes além domínimo necessário para a obtenção da integração

exata. Deve-se analisar bem qual o número ideal de pontos já que a utilização excessiva de

pontos de Newton-Cotes também geram problemas de convergência.

Como discutido no Item 3.1, a solução da equação de equilíbrio não linear é re-

alizada geralmente utilizando um processo iterativo baseado no Método de Newton-Raphson.

A matriz tangente (KT ) de um elemento de interface, necessária para calcular as iterações de

Newton-Raphson, é obtida pela diferenciação das forças internas do elemento em relação aos

deslocamentos nodais:

KT =
∂g
∂u

=
∫
S
BTRT ∂t

∂δδδ

∂δδδ

∂∆∆∆

∂∆∆∆

∂u
dS=

∫
S
BTRT CT RBdS (112)

onde:

CT = ∂t/∂δδδ (113)

é a matrix constitutiva tangente do modelo constitutivo. Do mesmo modo que as forças internas,

esta equação pode ser escrita em coordenadas paramétricas como:

KT =
∫ 1

−1

∫ 1

−1
BTRT CT RB |J|drds (114)

da mesma forma que para as forças internas, esta integração é realizada numericamente utili-

zando a quadratura apropriada:

KT =
N

∑
i=1

(

BTRT CT RB |J|
)

i
Wi (115)

É importante notar que KT será simétrica sempre que CT for simétrica.
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4.4 Modelos Constitutivos

Com a intenção de investigar o efeito das relações tensão-deslocamento relativos

sobre a convergência da análise e precisão dos resutados, dois modelos constitutivos diferentes

serão utilizados para representar o comportamento de trincas coesivas. A Figura 27 ilustra as

características gerais dos modelos considerados.

Figura 27 – Curvas das leis constitutivas.

(a) Curva da lei Bilinear (b) Curva da lei Exponencial

Fonte: Balzani (2008)99.

O modelo constitutivo bi-linear utiliza duas curvas lineares para representar o car-

regamento, enquanto o modelo exponencial utiliza somente uma curva exponencial. Ambos

os modelos incluem a evolução do dano e comportamento de carregamento/descarregamento

de/para a origem como mostrado na Figura 27.

4.4.1 Modelo Bi-Linear para delaminação no Modo I

Um modelo bi-linear para a delaminação em modo misto foi apresentado por Tu-

ron31. Aqui, este modelo foi simplificado para capturar o Modo I somente. Para este modelo,

utilizou-se o potencial apresentado por Turon31:

Ψ(δ,d) = (1−d)
1
2
K δ2+

1
2
dK〈−δ〉2 (116)

onde δ é o deslocamento relativo no modo I, K é a rigidez não danificada, d é o parâmetro de

dano e 〈 • 〉 são as funções de Macaulay, definidas por:

〈 x 〉=







0, x< 0

x, x≥ 0.
(117)

As equações constitutivas para a interface são obtidas a partir da diferenciação da
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energia livre em relação ao deslocamento relativo, logo:

t =
∂Ψ

∂δ
= (1−d)K δ+dK〈−δ〉 (118)

Para este modelo, a lei constitutiva é descrita por:

t =











Kδ se δmax ≤ δ0 or δ < 0

Ksδ se δ0 < δmax < δ f

0 se δmax ≥ δ f

(119)

onde:

Ks = (1−d)K (120)

onde Ks é a rigidez secante, δmax é o deslocamento máximo obtido ao longo da análise, δ0 é o

deslocamento limite antes do início do dano (ou seja, o limite elástico inicial) e δ f é o deslo-

camento final antes da propagação da trinca em um determinado ponto material. É importante

notar que a rigidez inicial K deve possuir um valor elevado, pois a mesma atua como uma fa-

tor de penalidade que previne interpenetrações durante a compressão. Estes parâmetros estão

ilustrados na Figura 27, onde:

δ0 =
σn

K
, δ f =

2GIc

σn
, (121)

GIc é a taxa de liberação de energia crítica para o modo I (equivalente a área da Figura 27) e σn

é a resistência à tração (abertura) da interface.

A variável de dano pode ser facilmente encontrada através da semelhança de triân-

gulos no trecho de amolescimento na Figura 27, onde:

(1−d)K δ

σn
=

δ f −δ

δ f −δ0
(122)

d =

(

δmax−δ0
δ f −δ0

)

δ f

δmax
(123)

Logo, o modelo deve assegurar que a dissipação de energia durante a evolução do dano seja

sempre positiva.

A matriz tangente constitutiva é obtida através da diferenciação das tensões (t) em

relação ao deslocamento relativo δ, logo;

CT =
∂t

∂δ
= (1−d)K −K δ

∂d

∂δ
+

∂d

∂δ
K 〈−δ〉+dKH(−δ) (124)
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onde H(x) é a função Heaviside Unit Step.

H(x) =

{

x se x> 0

0 se x< 0
(125)

Como o modelo trata apenas do modo I de abertura, o elemento de interface não possui rigidez

nas direções II e III. Logo, todos os termos da matriz CT são iguais a zero, exceto para o modo

I. Este é descrito abaixo:

CT =
∂t

∂δ
=























K se δ≤ 0

Ks se δ < δmax

−σn

δ f−δ0
se δ0 < δ < δ f

0 se δ≥ δ f

(126)

Na intenção de confirmar que o processo de fissuração é termodinamicamente ad-

missível, deve-se verificar se este satisfaz a desigualdade de Clausius-Duhem, como discutido

no Anexo A. Para isso é necessário verificar as condições da Equação (171) para que a mesma

seja termodinamicamente admissível:

−Adα≥ 0 (127)

onde α é a variável interna do sistema e A é dado por:

A=
∂Ψ

∂α
=

∂Ψ

∂d
=−

1
2
Kδ2+

1
2
K 〈−δ〉2 (128)

Quando δ ≤ 0 tem-se A = 0 e a condição é satisfeita. Por outro lado, quando 0 ≤ δ ≤ δmax, d

permanece constante e dα = 0, assim, a condição é satisfeita. Finalmente, quando δ≥ δmax:

dα =
∂d

∂δmax
=

δ0
δ f −δ0

δ f

δ2max

≥ 0 (129)

Assim, verifica-se a lei constitutiva como termodinâmicamente admissível.

A Figura 28 mostra o algoritmo utilizado na implementação do modelo Bilinear.

O índice n+ 1 caracteriza o passo vigente enquanto o índice n caracteriza o passo anterior.

Inicialmente, faz-se necessário uma breve explicação sobre a utilidade da variável Statusn+1
Iter e

Statusn+1. A variável Statusn+1
Iter é responsáveis pela escolha da matriz tangente correta para

cada iteração dependendo do deslocamento relativo da iteração.

Se a variável Statusn+1
Iter = COMPRESSION, a matriz tangente será igual ao valor

da penalidade K. Caso a variável Statusn+1
Iter = ELASTIC, a matriz tangente será igual a matriz

secante. De outra forma, se Statusn+1
Iter = DAMAGE, então a matriz secante será igual ao valor

de Ct que está entre δ0 ≤ δ ≤ δ f na Equação 126. Finalmente, se Statusn+1
Iter = FAILURE, a

matriz tangente é igual à zero.
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A variável Statusn+1 será igual à variável Statusn+1
Iter da última iteração onde houve

convergência do passo. Assim, estas variáveis são responsáveis por controlar os parâmetros da

análise de acordo com a evolução do dano ou não.

Como mostrado na Figura 28, no início de cada iterações, iguala-se a variável de

dano da iteração (dn+1
Iter ), o deslocamento relativo máximo da iteração (δn+1

maxIter) e o Statusn+1 da

iteração (Statusn+1
Iter ) a estes último valores convergidos do passo anterior.

Figura 28 – Algoritmo do Modelo Constitutivo Bilinear.

dn+1
Iter = dn;

δn+1
maxIter = δn

max;
Statusn+1

Iter = Statusn;
se δn+1

Iter < 0 então
Statusn+1

Iter =COMPRESSION;
Ks = K;

senão
se δn+1

Iter < δn+1
maxIter então

Statusn+1
Iter = ELASTIC;

Ks= (1−dn+1
Iter ) ·K;

senão
se δn+1

Iter < δ f então
Statusn+1

Iter = DAMAGE;
δn+1
maxIter = δn+1

Iter ;

dn+1
Iter =

(

δn+1
Iter −δ0
δ f−δ0

)

δ f

δn+1
Iter

;

Ks= (1.0−dn+1
Iter ) ·K;

senão
Statusn+1

Iter = FAILURE;
δn+1
maxIter = δn+1

Iter ;
dn+1
Iter = 1.0;

Ks= 0.0;
fim

fim
fim
t = Ksδn+1

maxIter;
se g− f< Tol então

dn+1 = dn+1
Iter ;

δn+1
max = δn+1

maxIter;
Statusn+1 = Statusn+1

Iter ;
senão

Retorna ao início;
fim

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Em seguida, o algoritmo checa se o deslocamento relativo da iteração (δn+1) foi

menor do que zero, ou seja, checa se está havendo compressão. Se sim, a variável Statusn+1
Iter

assumirá o valor COMPRESSION e a secante assume o valor da penalidade K, caso contrário,

o algoritmo verifica se o deslocamento relativo da iteração é menor do que o deslocamento

relativo máximo iterativo.

Caso o deslocamento relativo da iteração seja menor que o deslocamento relativo

máximo iterativo, a variável Statusn+1
Iter será igual à ELASTIC e consequentemente, a secante é

igual a penalidade multiplicada por (1−dn+1
Iter ).

Caso contrário, se δn+1 da iteração for maior que o deslocamento relativo máximo

da iteração,e menor que o δ f , então Statusn+1
Iter assume o valorDAMAGE, o delocamento relativo

máximo da iteração assume o próprio valor do deslocamento relativo da iteração e uma nova

variável de dano iterativa é calculada. Consequentemente uma nova secante é calculada.

Em último caso, quando o deslocamento relativo da iteração é maior que δ f , a

variável Statusn+1
Iter assume o valor FAILURE, o deslocamento relativo máximo iterativo assume

o valor do próprio deslocamento relativo da iteração, a variável de dano iterativo assume o valor

máximo 1 e a secante assume o valor zero.

Em seguida, o algoritmo calcula as tensões multiplicando a secante calculada pelo

deslocamento relativo iterativo obtido e posteriormente verifica se houve convergência da ite-

ração. Se houver convergência, as variáveis de dano (dn+1), de deslocamento relativo máximo

(δn+1
max ) e Statusn+1 do passo, são igualadas as suas respectivas variáveis iterativas. Caso contrá-

rio, o algoritmo volta ao início.

4.4.2 Lei Exponencial

A lei coesiva proposta é inspirada nos trabalhos de de-Andreas100, Ortiz96 e Bal-

zani99. Estes trabalhos introduzem um potencial de Smith-Ferrante101, que lida com uma rela-

ção tensão-deslocamento relativo. Com a intensão de simular o modo misto de propagação de

trinca, este modelo define um deslocamento uniaxial efetivo (δ) como:

δ =
√

〈δ3〉2+φ2(δ21+δ22) (130)

onde 〈δ3〉 são os colchetes de Macaulay aplicados ao deslocamento relativo na direção de aber-

tura, δ1 e δ2 são os componentes do deslocamento relativo nas direções 1 e 2 e φ é o fator de

ponderação para as mesmas direções.

O potencial de Smith-Ferrante101 em termos de deslocamento efetivo é dado por:

Ψ = etcδc

(

1−

(

1+
δmax

δc

)

e
−δmax

δc

)

(131)

onde δmax representa o deslocamento máximo efetivo já alcançado durante a análise e δc é o

deslocamento crítico. Esta função não leva em conta nenhuma restrição de contato. Balzani99,
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propôs adicionar uma nova equação à este potencial para evitar a interpenetração das superfícies

coesivas:

Ψ = etcδc

(

1−

(

1+
δmax

δc

)

e
−δmax

δc

)

+
1
2
K〈−δ3〉

2 (132)

Utilizando esta abordagem, a tensões são facilmente obtidas através da diferenciação dos po-

tenciais em relação aos deslocamentos relativos:

ti =
∂Ψ

∂δ i
(133)

Logo, utilizando as Equações (132) e (130), quando o dano evolui as tensões podem ser calcu-

ladas como:

t1 =
tc

δc
e1−

δmax
δc φ2δ1

t2 =
tc

δc
e1−

δmax
δc φ2δ2

t3 =
tc

δc
e1−

δmax
δc 〈δ3〉−K〈−δ3〉

(134)

Da mesma forma que para o modelo Bilinear, deve-se assegurar que a dissipação

de energia durante a evolução do dano seja sempre positiva. Quando o dano evolui, calcula-

se um novo valor para a matriz secante a partir do novo δmax. Caso o dano não evolua, a

matriz secante é calculada usando o maior δmax convergido durante a análise. Isto permite que

o modelo carregue e decarregue de acordo com a Figura 27.

De acordo com Balzani99, um critério de iteração quadrática assume resistências ao

cisalhamento iguais para os modos II e III (τs) e define a tensão crítica tc igual a resistência a

tração para o modo I tc = σn. Com algumas manipulações algébricas, é possível mostrar que t

é equivalente a:

t =
√

〈t3〉2+φ−2(t21 + t22) (135)

logo, φ corresponde a razão entre σn e τs, que pode ser determinada através de resultados expe-

rimentais.

A matriz tangente pode ser obtida através diferenciação em relação aos desloca-

mentos relativos:

Ci j =
∂ti
∂δ j

(136)
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Quando o dano evolui (Status= DAMAGE), a matriz tangente é simétrica e dada por:

C11 =
tc

δc
e(1−

δ
δc
)
φ2(1−

δ21
δmaxδc

)

C22 =
tc

δc
e(1−

δ
δc
)
φ2(1−

δ22
δmaxδc

)

C33 =
tc

δc
e(1−

δ
δc
)(1−

〈δ3〉
2

δcδmax
)−KH(−δ3)

C12 =−
tc

δ2cδmax
e(1−

δ
δc
)
φ4δ1δ2

C13 =−
tc

δ2cδmax
e(1−

δ
δc
)
φ2δ1〈δ3〉

C23 =−
tc

δ2cδmax
e(1−

δ
δc
)
φ2δ2〈δ3〉

(137)

Quando acontece o descarregamento/carregamento elático, a matriz tangente constitutiva cor-

responde simplesmente à matriz secante.

A energia de fratura no modo misto Gc, segue o critério de B-K para materiais

compósitos laminados proposto por Kenane e Benzeggagh35. Este é definido em função das

taxas de liberação de energias críticas nos modos puros. Esta formulação foi definida para β

fixo durante as análises, ou seja, este não é um modo misto variável.

Gc = GIc+(GIIc−GIc)β
η (138)

onde:

β =
Gshear

GT
=

(

δshear

δT

)2

(139)

where δT =
√

〈δ3〉2+δ2shear e δshear =
√

δ21+δ22. De acordo com Balzani99, o deslocamento

crítico δc e a rigidez K são definidas como:

δc =
Gc

e tc

K =
(e tc)2

Gc

(140)

Novamente com a intenção de verificar a admissibilidade termodinâmica do pro-

cesso de fissuração utilizando a lei constitutiva proposta por Balzani, buscou-se checar a de-

sigualdade de Clausius-Duhem. Como o problema não é definido com uma variável de dano

explícita (definida em função somente do δmax), deve-se verificar se:

∂Ψ

∂δmax
≥ 0 (141)
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logo, derivando a Equação (131):

∂Ψ

∂δmax
= e tc

δmax

δc
e
−δmax

δc ≥ 0 (142)

Portanto, verifica-se que o modelo é termodinâmicamente admissível.

O algoritmo da Figura 29 mostra o funcionamento do modelo constitutivo exponen-

cial.

Figura 29 – Algoritmo do Modelo Constitutivo Exponencial.

δn+1
maxIter = δn

max;
Statusn+1

Iter = Statusn;
se δn+1

I ter < δn+1
maxIter então

Statusn+1
Iter = ELASTIC;

senão
Statusn+1

Iter = DAMAGE;
δn+1
maxIter = δn+1

Iter ;
fim

Ks= σn

δc
e
(

1−
δn+1
maxIter

δc

)

;

Ks1 = Ks ·φ2;
Ks2 = Ks ·φ2;
Ks3 = Ks;
se δ < 0 então

Ks3= K;
senão

Sai do Condicional
fim
t1 = Ks1 δi+1

Iter1;
t2 = Ks2 δi+1

Iter2;
t3 = Ks3 δi+1

Iter3;
se g− f< Tol então

δn+1
max = δn+1

maxIter;
Statusn+1 = Statusn+1

Iter ;
senão

Retorna ao início;
fim

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da mesma forma que algoritmo da Figura 28, igualam-se as últimas variáveis da

iteração as suas respectivas variáveis convergidas no passo anterior. Entretanto, neste algoritmo

utiliza-se apenas duas variáveis de controle: o deslocamento uniaxial efetivo (δ) e Status.

Da mesma forma que o algoritmo bilinear, verifica-se se existe evolução do dano.

Caso o deslocamento relativo da iteração seja menor do que o máximo deslocamento relativo
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iterativo já atingido, entende-se que não houve evolução do dano. Logo a variável Statusn+1
Iter é

atribuída como ELASTIC. Caso contrário, Statusn+1
Iter =DAMAGE e a variável de deslocamento

máximo efetivo é atualizada com o deslocamento uniaxial efetivo da iteração vigente (δn+1
Iter ).

Em seguida, os termos da matriz secante são calculados. Após este cálculo, é che-

cado se existe compressão, ou seja, se o deslocamento uniaxial efetivo da iteração é menor que

zero. Caso isso seja verdade, substitui-se o termo da matriz secante responsável pelo modo de

abertura pela penalidade K. Em seguida, calcula-se as tensões em cada direção multiplicando-

se os termos da matriz secante calculados por cada deslocamento relativo da iteração, em suas

respectivas direções.

Assim, após todas estas operações, verifica-se à convergência da iteração. Caso esta

tenha ocorrido, atualiza-se o deslocamento uniaxial efetivo δn+1 e a variável Statusn+1. Caso

contrário, passa-se para uma nova iteração.

4.5 Parâmetros importantes na análise da delaminação

O problema da delaminação, quando simulado numericamente, apresenta certas di-

ficuldades de convergência. Isso devido a simulação do processo de amolecimento (softening)

envolvido no fenômeno físico. Alguns autores tem buscado a obtenção de parâmetros que faci-

litem a convergência das análises31,45.

Em um modelo de elementos finitos utilizando a abordagem de zona coesiva, a

descrição completa do material é dividida em propriedades de fratura capturadas pelo modelo

constitutivo da zona coesiva e as propriedades do material contínuo capturadas pelas regiões

contínuas em volta da trinca. Para se obter uma análise bem sucedida utilizando elementos

finitos de interface, duas condições devem ser atingidas:

a) A contribuição dos elementos de interface para a flexibilidade global do modelo

deve ser pequena suficiente para evitar a introdução de flexibilidades fictícias no

modelo.

b) O tamanho do elemento deve ser menor que o comprimento da zona coesiva31.

Vários trabalhos propõe o um valor ideal para rigidez fictícia do elemento de inter-

face. Daudeville et al.102 calculou a rigidez em termos da espessura e do módulo de elasticidade,

Zou et al.103, baseado em sua própria experiência, sugerem que rigidez de interface esteja en-

tre 104 e 107 vezes o valor da resistência a tração por unidade de comprimento. Camanho et

al.34 obtiveram resultados precisos para espécimes de grafite-epóxi utilizando valores de 106

N/mm3. Turon31 apresenta uma metodologia para se estimar a rigidez utilizando equações que

mostram que a elasticidade efetiva de um material compósito não será afetada pela superfície

de interface, desde que E3 << Kh/2, ou seja:
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K =
αczE3

h/2
(143)

sendo h a espessura total da peça e αcz é um parâmetro de ajuste que deve ser muito maior

que 1 (αcz >> 1). Entretanto, valores muito grandes da rigidez de interface K podem levar a

oscilações espúrias da tração, por isso a rigidez de interface deve ser grande o suficiente para

fornecer uma rigidez elevada para não tornar o modelo excessivamente flexível, mas pequena o

suficiente para reduzir problemas numéricos como a oscilação espúria das tensões nos elemen-

tos. De acordo com Turon8, para valores de αcz maiores que 50, a perda de rigidez devido aos

elementos de interface é de menos de 2%, o que é suficientemente preciso para a maioria dos

problemas.

É importante lembrar que a trinca só se propaga quando a taxa de liberação de ener-

gia é igual a Energia Crítica de Fratura. O comprimento da zona coesiva (lcz) é descrito como

o comprimento da ponta da trinca até a distância onde a máxima tensão coesiva é alcançada.

Esta conclusão foi tomada após um sequência de estudos57,58,104–106 que resultou no seguinte

modelo para o comprimento da zona coesiva em um corpo infinito sob carregamento remoto:

lcz =ME
Gc

(σn)2
(144)

onde Gc é a taxa de liberação de energia crítica, σn é a resistência máxima de abertura no modo

I da interface, E é o módulo de elasticidade (sendo no caso de materiais ortotrópicos, E3) e M é

um parâmetro que depende de cada modelo coesivo proposto. A Tabela 2 mostra os parâmetros

M para os principais modelos existentes na literatura.

Tabela 1 – Parâmetros M de análise propostos.

lcz M
Hui et al105. 2

3πE
Gc

(τo)2
0.21

Irwin104. 1
πE

Gc

(τo)2
0.31

Dugdale57, Barenblatt58 π
8E

Gc

(τo)2
0.40

Rice106, Falk et al107. 9π
32E

Gc

(τo)2
0.88

Hillerborg60 E Gc

(τo)2
1.00

Fonte: Turon31

Na tentativa de obter resultados precisos utilizando MZC (modelo de zona coesiva),

as tensões na zona coesiva devem ser representadas de forma adequada pela discretização de

elementos finitos. O número de elementos de interface na zona coesiva é dado por:

Necz =
lcz

le
(145)
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onde le é o tamanho do elemento de interface na direção da propagação da trinca.

Quando a discretização na direção de propagação é pobre, a distribuição de tensões

à frente da ponta da trinca não é representada precisamente. Entretanto, a definição do número

mínimo de elementos que deve ser usado ainda não é algo bem estabelecido. Turon31 comenta

os resultados de alguns estudos, estes serão resumidos na Tabela 2.

Tabela 2 – Número mínimo de elementos de interface propostos para a zona coesiva.

Necz

Moes e Belytschko/ Carpinteri et al. 10 elementos
Falk et al. 2 à 5 elementos
Mi et al. 2 elementos

Dávila e Camanho et al. 3 elementos
Fonte: Turon (2006)31.

Como já foi comentado anteriormente, uma das dificuldades de se utilizar modelos

de zona coesiva é que malhas muito refinadas devem ser utilizadas e isto acarreta análises com

alto custo computacional. Para a propagação da delaminação, Alfano e Crisfield45 observaram

que a variação da resistência máxima de interface não apresentavam grande influência nos re-

sultados, já que o grande responsável pela propagação da trinca é a taxa de liberação de energia

crítica, mas que, reduzindo esta resistência melhorava a convergência das soluções. Utilizar

uma resistência menor para a interface, aumenta a zona coesiva e consequentemente aumenta

o número de elementos de interface na zona coesiva. Logo, a resposta ao softening é melhor

representada com uma resistência a tração na interface reduzida apesar da distribuição de ten-

são próxima a ponta da trinca ser alterada. É possível desenvolver uma estratégia para adaptar

o comprimento da zona coesiva à um determinado tamanho de elemento. O procedimento con-

siste na determinação de um valor σn de resistência máxima de interface fictícia requerida para

um determinado número de elementos (Necz) na zona coesiva. A partir da Equação (144) e

Equação (145) pode-se determinar o seguinte parâmetro:

σn =

√

MEGc

Necz le
(146)

Finalmente, a resistência de interface é escolhida como:

T = min(σn,σn) (147)

Ao reduzir a resistência máxima de interface, aumenta-se o comprimento da zona coesiva.

Logo, o modelo consegue capturar melhor o comportamento de softening à frente da ponta

da trinca. Entretanto, quando se utiliza esta técnica, a distribuição das tensões no material base

(bulk) onde a trinca se propaga torna-se menos precisa. Obviamente, a energia dissipada é

calculada de forma coerente, o que permite a propagação da ponta da trinca.
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5 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL

A implementação computacional dos modelos de zona coesiva discutidos no capí-

tulo anterior foi desenvolvida no software de elementos finitos de “código aberto" (open source)

FAST (Finite Element Analysis Tool). O FAST é desenvolvido na linguagem C++ e utiliza os

conceitos de programação orientada a objetos (POO). O foco principal deste programa é forne-

cer uma estrutura flexível para futuras extensões (futuros trabalhos científicos).

O FAST está em desenvolvimento contínuo no Laboratório de Mecânica Computa-

cional e Visualização (LMCV) da Universidade Federal do Ceará.

5.1 FAST e sua arquitetura global

A estrutura do software faz uso dos conceitos de polimorfismo na tentativa de evitar

operações desnecessárias e repetições nos códigos, melhorando assim a eficiência computacio-

nal e facilitando a vida de futuros programadores.

A estrutura global do FAST é mostrada na Figura 30. As linhas conectando as

classes mostram uma associação básica entre os objetos das classes. Esta estrutura será discutida

nas seções seguintes.

Figura 30 – Estrutura global do FAST.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A classe cControl é a classe-base do programa. Os algoritmos globais dos diversos

tipos de análise (linear, não linear, estático, dinâmico, ...) estão implementados nesta classe

assim como os métodos associados a estes algoritmos, incluindo a numeração dos graus de

liberdade, a montagem das matrizes globais (rigidez, massa, ...), dos vetores globais (força

interna e externa), a impressão dos dados de saída, etc.

A classe cElement é responsável pelas informações necessárias para um elemento

específico (nós, seção...) e realizar os cálculos requeridos pela classe cControl, incluindo o cál-

culo das forças internas do elemento, matriz de rigidez e tensões. Uma caracteristica importante

da classe cElement é sua habilidade de gerenciar diferentes tipos de elementos (treliça, pórtico,
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paramétrico, lagrangiano total paramétrico, ...) de acordo com a necessidade do usuário, de uma

forma bastante genérica.

A classe cElmParam gerencia os diferentes elementos paramétricos. Esta classe tem

a capacidade de utilizar diferentes elementos para diferentes tipos de problemas (estado plano

de tensão, placas espessas, sólidos...), dimensões (1D, 2D e 3D), diferentes graus de interpo-

lação (linear, quadrático ...), funções de forma (triangulares, quadrilaterais, hexaédriacas, ...),

quadratura numéricas (Gauss, Lobatto, Newton-Cotes,...) e materiais e modelos constitutivos

diferentes (isotrópico, orthotrópico, elático, viscoelástico,...).

Com o intuito de gerenciar os diferentes aspectos de forma uniforme e genérica, cE-

lemParam utiliza diferentes classes: cAnModel, cShape, cIntPoint, cMaterial, cSection, cConst-

Model e cSecAnalysis.

A classe cAnModel gerencia os aspectos relacionados as equações diferenciais que

caracterizam o problema a ser resolvido (estado plano de tensão, estado plano de deformação,

análise de sólido, placa espessa, casca abatida, ...). Ela define o comportamento genérico dos

diferentes modelos implementados para que problemas de características físicas diferentes pos-

sam ser resolvidos. Ela calcula, dependendo do problema a ser resolvido, matrizes (constitutiva,

transformação, deformação-deslocamento lineares e não linear, tensão...) recebendo a informa-

ção necessária de outras classes com o propósito de obter a matriz de rigidez dos elementos e

vetor de forças internas.

A classes cShape é a responsável pelos aspectos de interpolações (funções de forma,

derivada das funções de forma, vetor de referências locais, jacobiano para elementos 2D e

3D,..) para cada elemento. Alguns shapes de elementos existentes no FAST são: Barra (L2),

Viga (L3), Triangular (T3, T6), Plano (Q4, Q8, Q9), Sólido (BRICK8, BRICK20). Outra

particularidade da classe cShape é que esta classse lida com os nós que formam cada elemento

através de uma lista de objetos de tipo cNode.

A classe cIntPoint é uma classe simples responsável por criar os pontos de integra-

ção (Gauss, Lobatto, Newton-Cotes) para cada elemento. Depois da criação destes pontos, um

modelo constitutivo é associado a todos os pontos através da classe cSecAnalysis.

A classe cSection é responsável por armazenar informações relativas à geometria e

materiais que compõem a seção transversal do elemento. Ela possui uma conexão com a classe

cMaterial para organizar as entradas de informações particulares dos elementos. Esta classe

lida com as mais diversas propriedades dos elementos como espessura nos elementos de casca

e camadas/espessura/direção das fibras no caso de elementos compósitos laminados.

A classe cSecAnalysis lida com as informações necessárias para a integração dos

elementos. Os objetos desta classe são responsáveis por adicionar um modelo constitutivo a

cada ponto de integração de um elemento específico e através disto obter as tensões e matriz

tangente para cada ponto de integração.

A classe cMaterial é uma classe de armazenamento. Ela armazena as propriedades

do material utilizadas num elemento.



71

A última mas não menos importante classe à ser apresentada é a classe cConsModel.

Esta classe promove uma interface comum para as diferentes relações constitutivas implementa-

das no programa (isotrópica elástica, ortotrópica elástica, viscoelástica, Hashin, Tsai-Wu, etc).

Os principais métodos desta classe são responsáveis por calcular o vetor de tensões e a matrix

tangente de acordo com o modelo desejado.

A arquitetura do FAST é projetada para que todos os objetos do software sejam

criados ao longo da leitura do arquivo de entrada. Isto é realizado através de uma busca pelos

labels principais do programa no arquivo de entrada e após encontrados, estes chamam automa-

ticamente uma função de leitura.

Com a inteção de exemplificar como isto funciona, analisaremos a função cElement

:: ReadBrick20TL. Quando o label “%ELEMENT.BRICK20TL"é encontrado, esta função é

chamada e sua definição garante que cada objeto do tipo cElement criado esteja associado a

uma identificação (id), a um tipo de shape (BRICK20) e a um modelo de análise (Solid). Após

criado, este elemento é automaticamente armazenado no vetor de elementos (VecElm).

Em seguida a função cElmParam :: Read é chamada, pois cElemParam é herdeira

da classe cElement. Nesta função são associadas outras informações ao elemento como a seção

(Section) e a incidência do elemento (nós).

Em seguida os pontos de integração são criados e um modelo constitutivo é associ-

ado a cada ponto através da função cSecAnalysis::Create existente na classe cSecAnalysis.

No caso dos elementos sólido laminados, os modelos constitutivos são criados dire-

tamente na classe cSecAnLaminatedSolid sem a necessidade de passar pela função cSecAnaly-

sis::Create. Após a criação de todos os pontos do elemento, todas as operações de parametri-

zação das coodenadas “t"são realizadas na própria classe cElemParam.

Existe uma diferença básica na implementação dos elementos estruturais de viga e

treliça (2D e 3D), casca abatida e elementos contínuos (estado plano e sólido). Os elementos de

viga e treliça são implementados como filhos da classe cElement. Todas as suas operações de

integração (quando requeridas pelo elemento) para obter as forças internas e matrizes de rigidez

são realizadas em suas próprias classes sem a necessidade de interação com outras classes.

No caso do elemento de casca e elementos contínuos, ambos foram implementado

como filhos da classse cElementParam. A difereça básica entre estes dois tipos de elementos

está no cálculo das tensões para a obtenção do vetor de forças internas g e da matriz não li-

near geométrica KG. Os elementos de casca são pré-integrados ao logo de suas lâminas para

a obtenção das deformações e tensões em cada ponto de integração, já que cada ponto de inte-

gração possui correlação com pontos de integração criados e distribuidos na direção da espes-

sura.Esta operação acontece na classe cSecAnalysis. Já nos elementos contínuos, a tensão em

cada ponto é obtida diretamente à partir do modelo constitutivo sem a necessidade de nenhuma

pré-operação. A medida que as tensões em cada ponto são obtidas, os elementos vão sendo

integrados na classe cElemParam.

Após a leitura e criação dos elementos, a função virtual Solver é chamada. Para cada
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método de solução existe uma classe responsável por realizar as diferentes operações requeridas.

A Figura 31 mostra os diferentes métodos de solução implementados no FAST.

Figura 31 – Estrutura dos algoritmos de solução implementados no FAST.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 32 mostra alguns métodos da classe cControl.

Figura 32 – Diagrama de classe mostrando as chamadas das funções para montagem da matriz de rigidez
e vetor forças interna local e global.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A função Solver, entre outras ações, é responsável por montar o vetor de forças

externas atravé do método cControl :: ExtLoadVector e a matriz de rigidez através do método
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cControl :: StiffnessMatrix. Este útimo é responsáveis por montar a matriz de rigidez de cada

elemento e adicioná-la a matriz de rigidez global do sistema.

5.2 Implementação do Elemento Sólido Laminado

O elemento sólido laminado foi implementado aproveitando muitas classes já im-

plementadas previamente no software. A Figura 33 mostra um diagrama de classes destacando

em amarelo as classes que tiveram que ser implementadas.

Figura 33 – Diagrama de classes destacando em amarelo as classes implementadas (elemento sólido
laminado).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 34 – Métodos de criação e operação dos pontos de Gauss.
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Entretato, outros métodos tiveram que ser implementados ou modificados nas clas-

ses existentes. Estas alterações foram realizada para a implementação do elemento sólido la-

minado. Como o elemento sólido é um elemento paramétrico, a função cElmParam :: Read é

chamada para a associação das outras informações relativas ao elemento. As Figuras 34 mos-

tram o funcionamento da função Read. Nesta função é implementada a rotina responsável pela

criação e modificação dos pontos de Gauss de acordo com a quantidade de lâminas especifica-

das. Nesta função, objetos da classe cSecAnalysisLaminatedSolid são criado com a intenção de

associar um modelo constitutivo a cada ponto de Gauss criado.

As Figuras 35 mostram o funcionamento das funções de criação da matriz de rigidez

e força interna dos elementos sólido não linear Lagrangiano total.

Figura 35 – Operação dos pontos de Gauss para formar a matriz de rigidez e vetor de forças internas do
elemento.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A classe cSecAnalysisLaminatedSolid foi implementada no software especialmente

para este tipo de elemento. Nesta classe estão implementados importantes métodos para o fun-

cionamento do elemento sólido laminado. Entre elas pode-se destacar a cSecAnLaminatedSolid

:: LaminaSys responsável pela obtenção dos vetores que compõe o sistema de coordenadas lo-

cal de cada ponto de Gauss. Esta função necessita das funções de forma e do vetor normal ê3
em cada ponto de Gauss “t". Este é calculado na função cShapeSolid :: NormalVector imple-

mentada na classe cShapeSolid.

Para o cálculo das tensões e da matriz constitutiva, faz-se necessário calcular o

tensor de rotação T. Este é calculado através da função cSolid :: TMatrix implementada na

classe cSolid dos modelos de análise. A Figura 36 mostra a relação entre os objetos e os métodos
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utilizados nestas definições.

Figura 36 – Métodos utilizados na definição do sistema de coordenadas local dos elementos sólidos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O Anexo B mostra o diagrama de sequência do objeto da classe de controle cCon-

trol. Este ilustra a interação entre os objetos desta classe para a montagem da da matriz de

rigidez de um elemento sólido laminado.

5.3 Implementação dos Modelos de Zona Coesiva

A Figura 37 mostra o digrama de classes destacando em amarelo as classes criadas

para a implementação do elemento de interface e Modelo de Zona Coesiva.

Neste contexto, uma nova classe (cElementInterf ) para a implementação de ele-

mentos de interface foi criada. Esta nova classe é derivada de cElemParam. A decisão de criar

uma nova classe foi tomada com a intenção de evitar cálculos computacionais desnecessários,

já que algumas operação utilizadas em elementos paramétricos comuns não são necessárias

para este elemento, gerando assim uma melhora de desempenho da ferramenta. A função cEl-

mInterf :: StiffMat ao invés de obter a derivada das funções de forma, da mesma forma que a

classe cElemParam, ela obtém apenas as funções de forma à partir das classes cShapeInterf2D

ou cShapeInterf3D para o cálculo dos deslocamentos relativos globais. Em seguida, a matriz

de rotação R é obtida a partir da função RMatrix implementada nas classes cShapeInterf2D ou

cShapeInterf3D. Esta, é necessária para o cálculo dos deslocamentos relativos locais e o cálculo

da matriz de rigidez constitutiva local.
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Figura 37 – Diagrama de classes destacando em amarelo as classes implementadas.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A matrix de rigidez constitutiva local é cálculada na função CMatrix implementada

na classe cSecAnInterfaceMixedMode, apenas com fins de gerenciamento de informação, mas

realmente implementada na classe cConstModel. Utilizando o polimorfismo, diferentes fun-

ções CMatrix podem ser chamadas dependendo do modelo constitutivo que for associado ao

elemento.

Nesta classe também está implementado o método cElmParam :: IntForce respon-

sável pelo cálculo do vetor de forças internas. Inicialmente, esta função obtém os deslocamentos

relativos globais. Em seguida, a matriz de rotação R é calculada e os deslocamentos relativos

locais são obtidos. A Figura 38 destaca o método responsável pela montagem de R.

Figura 38 – Diagrama destacando o funcionamento da função RMatrix.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A matriz de rotação é necessária para o cálculo das tensões locais à partir da fun-

ção cSecAnInterfaceMixedMode :: Stress. Entretato, esta possui somente a função de gerencia-

mento, já que a função que realmente calcula as tensões está implementada na classe cConstMo-

del e, consequentemente, também utiliza o conceito de polimorfismo para os diferentes modelos

constitutivos implementados.
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As chamadas dessas funções acontecem de forma semelhante ao mostrado anteri-

ormente na Figura 35. Entretanto, como o elemento de interface implementado é para análise

linear, a implementação das funções mudou significativamente. A Figura 39 mostra estas dife-

renças:

Figura 39 – Diagrama destacando o funcionamento das funções de montagem da matriz de rigidez e
vetor de forças internas do elemento de interface.

Diagrama destacando o funcionamento das funções de montagem da matriz de rigidez e vetor de forças
internas do elemento de interface.

Novos modelos de análise foram criados, herdeiro da classe cAnModel para possi-

bilitar a implementação dos elementos de interface. A única operação feita nestas novas classes

é a montagem da matriz deformação-deslocamento feita pela função BMatrix. Esta depende

somente das funções de forma e não de suas derivadas. Devido a isto, uma nova classe foi

implementada para elementos de diferentes dimensões (cInterface2D e cInterface3D).

Na classe cSection, novas classes (cSectionInterface2D e 3D) tiveram que ser cria-

das para lidar com elementos de diferentes dimensões, propriedades e materiais.

Na classe cShape, novas classes (cShapeInterface2D e 3D) tiveram que ser criadas

para lidar com os elementos de interface. Estas armazenam as propriedades geométricas comum

aos elementos de interface 2D e 3D. As classes cShapeInterfL2 e L3 (para elementos de interface

2D de 4 e 6 nós) e cShapeInterfQ4 e Q8 (para elementos de interface 3D de 8 e 16 nós). Os

cálculos da matriz de rotação R e do jacobiano são realizados nestas classes, na mesma função
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RMatrix.

A classe cIntPoint foi modificada para implementar a integração de Newton-Cotes.

Na classe cConstModel, para a implementação dos modelos coesivos, as classes

cModCZMexponential e cModCZMmodeIbilinear foram criadas. Elas são responsáveis por

gerenciar as variáveis internas (variáveis de dano) de acordo com a evolução do dano e através

dela obter a tensão e a matriz tangente. Diferentes modelos de dano podem ser implementados

da que os apresentados na Figura 37.

O Anexo Cmostra o diagrama de sequência do objeto da classe de controle cControl

ilustrando a obtenção da matriz de rigidez do elemento de interface a partir da interação com os

outros objetos do código.
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6 EXEMPLOS NUMÉRICOS

As formulações e implementações desenvolvidas neste trabalho foram verificadas

através da comparação com benchmarks conhecidos e validadas através da comparação com

resultados experimentais disponíveis na literatura.

Uma análise crítica também será realizada com o intuito de analisar as limitações

destes modelos. Inicialmente serão apresentadas análises utilizando elementos sólidos lamina-

dos e na sequência estes elementos serão utilizando em conjunto com elementos de interface

utilizando os modelos de zona coesiva.

Os resultados numéricos e experimentos existentes na literatura serão comparados

utilizando as curvas de carga-deslocamento.

6.1 Elemento sólido laminado

Dois exemplos numéricos são apresentados nesta seção no intuito de verificar a

implementação do elemento sólido laminado não linear. Estes exemplos visam verificar tanto a

eficácia da formulação Lagrangiana Total quanto a eficiência da integração na seção laminada

utilizando um único elemento sólido ao longo da espessura das cascas.

Ambos os exemplos foram modelados no software acadêmico FAST descrito no

capítulo anterior utilizando elementos BRICK20. Um PC utilizando a terceira geração de pro-

cessador core i7 e 8Gb RAM foi utilizado para o processamento das análises.

6.1.1 Casca abatida laminada

O primeiro exemplo foi extraído dos benchmarks de casca apresentados em Sze et

al.108 (Figura 40).

A medida que um sólido começa a ficar mais fino (razão de aspecto 0.1) espera-se

um comportamento bem próximo ao de uma casca. Este é apresentado em vários trabalhos,

Figura 40 – Modelo de casca abatida

(a) Modelo geométrico e condições de contorno. (b) Modelo em elementos finitos.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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sendo um exemplo clássico em análise não linear de cascas.

As dimensões do modelo geométrico, carregamentos e condições de contorno são

apresentados na Figura 40, onde o raio médio é R = 2540mm, o comprimento L = 508mm e

θ = 0.1 rad. Nas bordas laterais os deslocamento em x e z são nulos (u = w = 0 ) e nos nós

centrais de cada bordo, todos os deslocamentos são restringidos (u = v = w = 0). Isso é feito

na tentativa de evitar movimentos de corpo rígido na direção y.

Inicialmente realizou-se a análise considerando o material isotrópico, E = 3102.75

MPa e ν = 0.3. Para o caso laminado, E1 = 3300 MPa, E2 = 1100 MPa, G12 = 660 MPa e

ν12 = ν13 = ν23 = 0.25. Duas laminações cross-ply foram consideradas: [0/90/0] e [90/0/90].

A espessura de cada lâmina é igual a 4.233mm para espessura total de 12.7mm e 2.116mm para

uma espessura total de 6.35mm. A simetria não foi explorada para o problema e uma malha de

10x10 elementos foi utilizada para os dois casos. O deslocamento w no nó central da casca foi

plotado para cada valor de carga aplicada, já que o mesmo é o ponto de aplicação da carga.

Em todos os casos o método do comprimento de arco foi utilizado para traçar o

caminho de equilíbrio não linear. A Figura 41, Figura 42 e Figura 43 mostram os resultados para

h = 12.7mm. Estes, comparam os resultados obtidos utilizando integração reduzida, integração

completa, resultados obtidos por Sze et al.108 e os resultados obtidos no software comercial

ABAQUS utilizando o elemento sólido laminado padrão de 20 nós (C3D20). Nas legendas, B20

é equivalente a BRICK20 com integração completa e os sufixos “L"e “R" significam laminado

e integração reduzida (2x2x2), respectivamente. É importante notar que as integrações são

realizadas lâmina à lâmina. O carregamento inicial para todas as análises foi de 1N.

Figura 41 – Curva resultante da análise da casca abatida isotrópica (h = 12.7mm).
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 42 – Curva resultante da análise da casca abatida com laminação [90◦/0◦/90◦] (h = 12.7mm).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 43 – Curva resultante da análise da casca abatida com laminação [0◦/90◦/0◦] (h = 12.7mm).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Os valores das cargas nos pontos limites, os deslocamentos dos pontos limites e os

parâmetros utilizados para o comprimento de arco são descritos na Tabela 3. É possível observar

que o caminho não linear apresenta os mesmos aspectos para todas as curvas traçadas. Para

todos estes casos a integração completa apresenta uma carga crítica maior que a apresentada

pela integração reduzida (apesar desses serem bem próximos). De toda forma, em todos os
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casos, a carga crítica encontrada pelo elemento sólido é menor que as cargas obtidas utilizando

elementos de casca.

Tabela 3 – Limites de carga e os respectivos deslocamentos para h = 12.7mm.

Espessura Modelo Laminação Carga Limite w Fator de Passo Número de
(mm) (N) (mm) Passos
12.7 B20 - 2070.1 10.5 0.1 84
12.7 B20R - 2026.3 10.8 0.1 84
12.7 Sze et al. - 2215.2 10.9 0.1

(2004)
12.7 B20L [90/0/90] 1663 13.4 0.1 70
12.7 B20LR [90/0/90] 1627.3 13.9 0.1 70
12.7 Sze et al. [90/0/90] 1790.8 14.2

(2004)
12.7 ABAQUS [90/0/90] 1672.7 13.9 - 138
12.7 B20L [0/90/0] 1001.7 9.7 0.1 90
12.7 B20LR [0/90/0] 975.1 9.3 0.1 90
12.7 Sze et al. [0/90/0] 1084.6 9.9

(2004)
12.7 ABAQUS [0/90/0] 1006.6 9.5 - 1001

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 44, Figura 45 e Figura 46 mostram os resultados para h = 6.35mm. Estas

figuras comparam os resultados da análise com integração completa, reduzida, os resultados

obtidos por Sze et al .108 e os resultados obtidos no ABAQUS. O carregamento inicial utilizado

para a análise é 1N.

Figura 44 – Curva resultante da análise da casca abatida isotrópica (h = 6.35mm).
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Fonte: Elaborado pelo autor.



83

Figura 45 – Curva resultante da análise da casca abatida com laminação [90◦/0◦/90◦] (h = 6.35mm).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 46 – Curva resultante da análise da casca abatida com laminação [0◦/90◦/0◦] (h = 6.35mm).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Os valores das cargas nos pontos limites, o deslocamento dos pontos limites e os

parâmetros utilizados para o comprimento de arco estão descritos na Tabela 4.

Como esperado, as cargas no ponto limite utilizando a integração completa são

maiores que as calculadas utilizando a integração reduzida. É interessante notar que o resultados

obtidos utilizando elementos sólidos para cascas mais finas (h = 6.35mm) são mais próximos

aos resultados esperados do que para cascas mais espessas (h = 12.7mm). Na verdade, os
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valores de cargas nos pontos limites são inferiores aos obtidos através dos modelos de casca,

exceto para o laminado [0◦/90◦/0◦]. Uma das possíveis causas para isto deve-se ao fato dos

modelos sólidos considerarem o efeito do cisalhamento enquanto que alguns modelos de casca

desprezam o cisalhamento transversal.

Tabela 4 – Limites de carga e os respectivos deslocamentos para h= 6.35mm

Espessura Modelo Laminação Carga Limite w Fator de Passo Número de
(mm) (N) (mm) Passos
6.35 B20 - 573.1 12.7 0.1 151
6.35 B20R - 554.3 13.1 0.1 151
6.35 Sze et al. - 586.3 12.9 0.1

(2004)
6.35 B20L [90/0/90] 429.6 14.3 0.1 270
6.35 B20LR [90/0/90] 418.2 14.6 0.1 270
6.35 Sze et al. [90/0/90] 475.5 15.9

(2004)
6.35 ABAQUS [90/0/90] 432.6 14.6 - 67
6.35 B20L [0/90/0] 247.5 10.8 0.3 2000
6.35 B20LR [0/90/0] 235.2 10.8 0.3 2000
6.35 Sze et al. [0/90/0] 234.6 12.3

(2004)
6.35 ABAQUS [0/90/0] 248.3 11.1 - 71

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.1.2 Casca cilíndrica laminada

Com o intuito de verificar a capacidade do elemento sólido laminado de representar

os diferentes esquemas de laminação em geometrias com curvatura elevada, realizou-se diferen-

tes análises em uma casca cilíndrica. Estas análises foram realizadas baseando-se no trabalho

de Sze et al.108. As simulações consistem nas análises de um semi-cilíndro sujeito a uma carga

transversal em um dos seus bordos, de acordo com a Figura 47.

Para estas análises, três laminações foram simuladas: Duas laminações cross-ply

([0◦/90◦/0◦] e [90◦/0◦/90◦]) e uma angle-ply simétrica [45◦/− 45◦/− 45◦/45◦]. Todas as

simulações foram comparadas com simulações realizadas no ABAQUS e com os resultados ob-

tidos por Sze et al.108, exceto o da laminação angle-ply, já que este exemplo não foi encontrado

na literatura.

Para todos os casos explorou-se a simetria do problema, como mostrado na Figura

47. Uma malha 20×20 elementos foi utilizada. As unidades da espessura total do laminado

(0.03), do comprimento do cilindro (3.048) e do raio de curvatura (1.016) não são especificados

neste exemplo108. Da mesma forma, as propriedades do material são dadas por: E1 = 2.0685×

107, E2 = 0.517125× 107, G12 = G13 = 0.7956× 107, G23 = 0.198894× 107, e ν12 = ν13 =

ν23 = 0.3.
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Figura 47 – Modelo simétrico do cilíndro.

(a) Modelo geométrico e condições de contorno108. (b) Modelo em elementos finitos.
Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 48, Figura 49 e Figura 50 apresentam os resultados das análises realizadas.

Figura 48 – Curva resultante da análise do semi-cilindro laminado [0◦/90◦/0◦].
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 49 – Curva resultante da análise do semi-cilindro laminado [90◦/0◦/90◦].
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 50 – Curva resultante da análise do semi-cilindro laminado [45◦/−45◦/−45◦/45◦].
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar que as análises apresentam resultados muito próximos confir-

mando assim a eficácia do elemento em simular o comportamento não linear geométrico de

estruturas laminadas. Também observa-se que o elemento sólido apresentado neste trabalho não

apresentou problema de travamento (shear locking) mesmo utilizando somente um elemento na

espessura.
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6.2 Modelos de Zona Coesiva

Neste ítem serão mostradas as análises realizadas utilizando modelos de zona coe-

siva. Inicialmente realizou-se o teste de um elemento de interface e em seguida foram realizadas

simulação da delaminação no modo I puro (DCB), modo II puro (ENF) e modo misto (MMB).

6.2.1 Teste de um Elemento

Inicialmente o teste de um elemento foi realizado para verificar a implementação

dos elementos de interface e dos modelos constitutivos coesivos. Modelou-se dois elementos

sólidos contínuos BRICK8 conectados por um elemento de interface de 8 nós (Q4). A base

de um dos elementos contínuos foi engastada enquanto que o topo do outro elemento foi tra-

cionado. A Figura 51 mostra o modelo após a abertura. Utilizou-se os mesmos parametros

utilizados por Evangelista et al.98 . Modelou-se uma barra de comprimento L = 0.1m e uma

área de seção transversal quadrada de lado 0.025m. As propriedades do material estão descritas

na Tabela 5.

Tabela 5 – Propriedades do material.

E (GPa) ν σn (MPa) GIc (N/m) K0 (Pa/m)

27.0 0.0 5.0 99.1 5e13

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 51 – Teste de um elemento para elemento de interface Q4

(a) Elemento de interface Q4

após abertura (b) Modelo simulado (faces e arestas)

Fonte: Elaborado pelo autor

As Figuras 52 e 53 mostram as curvas carga-deslocamento relativo traçada para

o teste de um elemento utilizando tanto o modelo constitutivo bilinear quanto o exponencial.

Aplicou-se um carregamento distribuido máximo bastante elevado na face superior da ordem de

26.75KN. Utilizou-se Método de Controle de Carga com carregamento proporcional de forma
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a considerar carregamento, descarregamento e re-carregamento do modelo. Assim, à 0.5 da

carga total, retornou-se o valor da carga aplicada à zero e em seguida carregou-se o modelo

novamente até o valor do carregamento máximo.

Figura 52 – Curva tensão × deslocamento relativo (modelo bi-linear).
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Figura 53 – Curva tensão × deslocamento relativo (modelo exponencial).
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Observou-se que ao ser atingida a resistência máxima de interface, o elemento de

interface começou a ser danificado, diminuindo assim o valor de sua rigidez. Quando o con-

junto foi descarregado, não houve recuperação da rigidez anterior, assim o descarregamento

aconteceu linearmente, com o valor da rigidez danificada do elemento de interface. Em seguida,

quando o conjunto foi recarregado, a relação tensão× deslocamento apresentou comportamento
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linear até o novo valor da resistência da interface (recalculado utilizando a rigidez danificada).

A partir deste valor, a rigidez do elemento de interface é degradada novamente. Isto acontece

sucessivamente até que o valor de sua rigidez seja igual a zero, no caso do modelo bilinear e

muito próximo de zero no caso do modelo exponencial.

6.2.2 Ensaio DCB - Influência de parâmetros

Um dos testes encontrados na literatura para a obtenção da taxa de liberação de ener-

gia no modo I é o DCB (Double Cantilever Beam). Consequentemente este é um dos exemplos

comparativos mais utilizados para testar a eficácia dos elementos coesivos implementados, as-

sim como para se estudar os efeitos das variações dos parâmetros utilizados para realização da

análise de formação e propagação de trincas.

Dois testes DCB foram simulados visando, além da validação dos modelos imple-

mentados, o estudo da influência dos parâmetros utilizados para ambas as leis. O primeiro é

baseado no trabalho desenvolvido por Gonçalves et al.109, onde simulou-se a propagação da

trinca entre duas vigas isotrópicas coladas. Neste estudo buscou-se avaliar a eficácia da lei

bilinear e a influência dos seus parâmetros nas análises. O segundo é baseado no trabalho de

Dávila e Camanho110 e visa avaliar qual das duas leis implementadas apresenta maior facilidade

de convergência. As propriedades do material utilizadas na análise estão descritas na Tabela 6.

O primeiro modelo possui comprimento L = 100mm, largura de W = 10mm, es-

pessura total e= 3mm e uma pré-trinca de 30mm. A Figura 54 mostra as dimensões do modelo

assim como suas condições de contorno.

Figura 54 – Dimensões e condições de contorno DCB.

Fonte: Gonçalves et al. (1999)109.

Tabela 6 – Propriedades do Material.

E11 (GPa) ν GIc (N/m) σn (MPa)

69 0.3 55 20

Fonte: Gonçalves (1999)109.

Os parâmetros estudados foram:

a) Efeito da discretização.
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b) Variação do número de pontos de Newton-Cotes.

c) Variação da rigidez fictícia K.

d) Grau de interpolação do elemento.

Malhas 100× 2 e 200× 2 foram analisadas para os diferentes parâmetros listados

acima (Figura 55).

Figura 55 – Malhas em elementos finitos utilizadas.

(a) Malha 100×2.

(b) Malha 200×2.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Inicialmente, optou-se pela malha 100× 2 com elementos de interface Q4, utili-

zando o controle de deslocamento como algoritmo de solução. Entretanto, não observou-se

a convergência nos trechos de amolescimento, o que levou a testes utilizando o comprimento

de arco, também sem sucesso. Então, buscou-se variar o número de pontos de Newton-Cotes

(de 4 à 12) e novamente não obteu-se sucesso. Repetiu-se todos os procedimentos anteriores

utilizando elementos de interface Q8, também sem sucesso.

Assim em uma tentativa de conseguir a convergência nestes trechos a qualquer

custo, dobrou-se a taxa de liberação de energia proposta no problema. Observou-se que o

modelo convergia tanto para elementos de interface Q4 e Q8. Isto era esperado de acordo com

as Equações 144 e 145, já que aumentando Gc obtém-se um comprimento de zona coesiva

maior. Entretanto este não era o problema que queriamos solucionar, assim percebeu-se que

esta discretização não era suficiente para encontrar-mos a solução.

Em seguida, buscou-se utilizar a discretização 200×2. Utilizou-se os algoritmos de

controle de deslocamento e o comprimento de arco. Ambos não apresentarão grandes diferenças

nos resultados encontrados. As Figuras 56 e 57 mostram os resultados para esta discretização

utilizando elementos de interface Q4 para 6 e 12 pontos de Newton-Cotes. Observou-se que

existe uma pequena tendência à convergência para valores de K menores que o valor máximo

analisado. Entretanto este não se mostra um fator determinante para o sucesso ou não da con-

vergência da análise.
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Figura 56 – Curvas do modelo DCB utilizando elementos Q4, malha 200×2 e 6 pontos de Newton-Cotes.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 57 – Curvas do modelo DCB utilizando elementos Q4 e malha 200×2 e 12 pontos de Newton-

Cotes.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 58 e Figura 59 mostram os resultados para uma malha 200×2 utilizando

elementos de interface Q8 para 6 e 12 pontos de Newton-Cotes. Observou-se que elementos

Q8 apresentam um desempenho melhor que Q4. Logo, pode-se observar que a utilização de

elementos de maior grau de interpolação nas análises favorecem a convergência.
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Figura 58 – Curvas do modelo DCB utilizando elementos Q8 e malha 200×2 e 6 pontos de Newton-

Cotes.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 59 – Curvas do modelo DCB utilizando elementos Q8 e malha 200×2 e 12 pontos de Newton-

Cotes.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Outro fator importante é a utilização de vários pontos de Newton-Cotes. Estes po-

dem facilitar a convergência ou não, logo deve-se analisar qual o número de pontos de Newton-

Cotes ótimo para cada tipo de análise. O mesmo equivale para a rigidez fictícia K, pois a

utilização de K bem pequenos não significa necessariamente que o modelo computacional irá
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ter mais facilidade de convergência.

6.2.3 Ensaio DCB - Influência das lei constitutivas

Com o intuito de verificar a influência das diferentes leis constitutivas na eficiên-

cia da convergência, validar os modelos computacionais e checar a interação entre os modelos

sólido laminado e interface, realizou-se uma comparação entre os modelos implementados uti-

lizando como base os resultados experimentais obtidos por Dávila & Camanho110.

O corpo de prova foi modelado como um laminado unidirecional contendo uma

pré-trinca de 55mm que parte da extremidade carregada, possui 150mm de comprimento, 2mm

de largura e é composta de duas lâminas espessas de 1.98mm. As propriedades do material

(Grafite-epoxi) utilizado no experimento encontram-se na Tabela 7.

Tabela 7 – Propriedade do Grafite-Epoxi.

E11 (GPa) E22 = E33 (GPa) G12 = G13 (GPa) G23 (GPa)

150.0 11.0 6.0 3.7

ν12 = ν13 ν23 GIc (N/m) σn (MPa)

0.25 0.45 352.0 60.0

Fonte: Turon (2007)111.

O modelo foi discretizado com uma malha de 150×2 elementos utilizando elemen-

tos sólidos laminados BRICK20 para a modelagem das lâminas e 95 elementos de interface Q8

entre as duas lâminas. Da mesma forma que o teste anterior (e como deve ser um modelo clás-

sico de DCB), as cargas foram aplicadas em uma das pontas do modelo, em sentidos opostos,

enquanto que a outra face é engastada (u= v= w= 0). A Figura 60 mostra o modelo DCB.

Figura 60 – Modelo DCB discretizado em elementos finitos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O resultado da simulação é mostrado na Figura 61. Para a obtenção da convergência

numérica do modelo bilinear foi necessário reduzir a sua resistência a tração σ0, de acordo com

o indicado por Turon111.

O modelo exponencial foi capaz de conduzir a análise sem necessidade de ajustes.

Este resultado era esperado, pois a curva exponencial apresenta um suavidade (e continuidade)
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maior que a curva bi-linear. Isto acaba se tornando um fator primordial para o sucesso da

análise.

Figura 61 – Curvas carga×deslocamento relativo comparativas entre modelos bi-linear e exponencial.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

6.2.4 Influência do comprimento da zona coesiva (Teste DCB)

Na intenção de verificar a influência do comprimento da zona coesiva na conver-

gência da solução, várias análises foram realizadas variando o número de elementos na zona

coesiva. Os resultados foram comparados com os experimentos apresentados por Balzani99.

Como anteriormento foi verificado que o modelo constitutivo exponencial apresenta

melhor eficiência de convergência, utilizou-se o mesmo modelo constitutivo para a realização

das análises seguintes.

O modelo utlizado para verificar o modo I possui um comprimento de 150mm,

largura de 25.4mm e espessura total de 3.05mm. Uma região pré-delaminada é inserida na

metade da espessura e possui comprimento de 31.75mm. As propriedades utilizadas na análise

encontram-se na Tabela 8.

Tabela 8 – Propriedades do Material.

E11(GPa) E22(GPa) G12(GPa) G23(GPa) ν12 ν23 GIc(N/m) σ0
n(MPa) τ0s (MPa)

138 8.96 7.1 3.446 0.3 0.25 222 51.7 91.7
Fonte: Balzani (2008)99.

Inicialmente calculou-se um comprimento de zona coesiva de 0.655mm utilizando

os valores apresentados na Tabela 8 e considerando o parâmetro M igual à 0.88, sendo este o
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mesmo obtido por Rice106. Várias análises foram realizadas variando o número de elemen-

tos na zona coesiva (e consequentemento o tamanho dos elementos) em uma faixa de 0.2 à 4

elementos. Para este caso a análise mostra que para obter-se resultados coerentes com os re-

sultados experimentais e a resposta analítica faz-se necessário, no mínimo 0.64 elementos na

zona coesiva, isto é, menos de um elemento na zona coesiva (le = 1.67). Entretanto, mesmo

para os melhores resultados, a análise se mostrou um pouco menos rígida que os valores ob-

tidos experimentalmente assim como a própria resposta analítica. A Figura 62 mostra estes

resultados.

Figura 62 – Curvas carga-deslocamento para um teste DCB variando a discretização da malha.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Segundo Turon31, o erro obtido utilizando malhas grosseiras está relacionado com

a capacidade do modelo de representar as tensões próximas a ponta da trinca.

Em seguida, verificou-se o efeito da resistência interfacial nas simulações para uma

malha fixa. Apesar da Equação 146 indicar que a tensão interfacial σn se relaciona com o

número de elementos na zona coesiva e o tamanho le do elemento, desejou-se verificar como

as análises procederiam variando unicamente a resistência interfacial. A Figura 63 mostra os

resultados obtidos nessa análise.
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Figura 63 – Curvas Carga-Deslocamento para um teste DCB variando a resistência interfacial para uma
malha 2x30.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Os resultados mostram que a diminuição da tensão interfacial tende a melhorar

a convergência do modelo, entretanto para modelos mais robustos faz-se necesário utilizar a

Equação 146 para uma melhor estimativa da relação discretização × tensão de interface.

6.2.5 Testes ENF e MMB

Outras simulações foram realizadas no intuito de validar a capacidade de simulação

no modo II puro e no modo misto. Para isso simulou-se os testes ENF (End-Notched Flexure) e

MMB (Mixed-Mode Bending Test) para taxas de mistura de 20%, 50% e 80%. Estes resultados

foram comparados com soluções analíticas presentes na norma ASTM (D6671/D6671M-06)

para testes de fratura em compósitos.

Tabela 9 – Propriedades do material para os testes ENF e MMB.

E11 (GPa) E22 = E33 (GPa) G12 = G13 (GPa) G23 (GPa) ν12 = ν13 ν23

120.0 10.5 5.25 3.48 0.3 0.5
GIc (N/m) GIIc (N/m) σn (MPa) τs (MPa) η

260.0 1002 15.0 30.0 2.0
Fonte: Turon (2010)112.

O corpo de prova simulado possui comprimento de 150mm, largura de 20mm e

espessura de 3.1mm (duas lâminas de 1.55mm). Uma malha 210x2 foi gerada para as análises.

Elementos sólidos laminados Q8 foram utilizados para simular o compósito enquanto que 49
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elementos de interface de 6 nós (L3) foram utilizados entre as duas lâminas (estado plano de

tensão). As propriedades do compósito são mostradas na Tabela 9.

As condições de contorno e carregamento para os testes ENF e MMB são defi-

nidas de acordo com Turon112. Elementos coesivos modelados somente com prevenção para

interpenetração são usados para simular a pré-trinca existente. A Figura 64 mostra as malhas

deformadas para as simulações dos testes ENF e MMB.

Figura 64 – Modelos ENF e MMB.

(a) Modelo MMB discretizado deformado.

(b) Modelo ENF discretizado deformado.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Os modelos para o MMB são simulados variando as relações entre o tamanho do

braço de alavanca do aparato de teste e a proporção das força aplicadas de acordo com Turon112.

Para a obtenção do deslocamento do ponto de aplicação da carga, a Equação 148 é utilizada:

w=
c+L

L
wm+

c

L
we (148)

onde wn é o deslocamento vertical do nó central da viga, we é o deslocamento do nó da estremi-

dade da viga, L é o comprimento da metade do modelo e c é o tamanho do braço da alavanca.

Os resultados são apresentados na Figura 65.
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Figura 65 – Simulação dos modelos ENF e MMB.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para estes testes, a taxa de liberação de energia foi mantida fixa para cada caso em

questão. O modelo mostra boa concordância com os resultados obtidos por Turon112, apesar de

em alguns casos a carga máxima encontrada ser menor que na solução analítica.
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7 CONCLUSÃO

O presente trabalho buscou desenvolver uma ferramenta de análise capaz de cap-

tar o início e propagação de falhas devido à delaminação em estruturas laminadas. Para isso,

procurou-se utilizar ummétodo computacional, já que soluções analíticas são muito específicas,

que gerasse resultados confiáveis e de implementação computacional relativamente simples. O

Método dos Elementos Finitos foi o método escolhido para a solução de problemas com estru-

turas de geometrias complexas.

Como primeiro passo para solução deste problema, foi necessário escolher o tipo

de elemento finito que seria usado para representar uma estrutura sólida laminada. Este ele-

mento deveria oferecer uma implementação relativamente simples assim como a capacidade de

representar um estado de tensão 3D de forma satisfatória.

O segundo passo foi implementar um elemento finito que fosse capaz de representar,

de forma satisfatória, o início e a propagação de trincas. O MEF oferece algumas opções para

a simulação deste tipo de falha, entretanto a que melhor se enquadrou nos propósitos deste

trabalho foram os elementos de interface utilizando os modelos constitutivos coesivos para a

modelagem deste problema.

Para a simulação da estrutura laminada, optou-se por utilizar elementos finitos só-

lidos laminados. Estes elementos provaram ser elementos extremamente eficientes em repre-

sentar o campo de tensões além de apresentarem uma forma de implementação relativamente

simples. Estes são baseados na idéia da integração lâmina à lâmina para a obtenção das rigide-

zes e força interna no elemento.

Também com o intuito de contribuir com o software de análise existente (FAST),

implementou-se o elemento finito não linear geométrico. Para isto utilizou-se a formulação

Lagrangiana Total. O uso desta formulação foi vantajosa pois permitiu a representação das

tensões e deformações em relação a configuração indeformada da estrutura tornando assim sua

implementação mais simples.

Para a solução das equações não lineares foram apresentados os principais métodos

de traçado do caminho carga-deslocamento a partir do uso do Método de Newton-Raphson.

Tanto o Método do Controle de Carga, como o Método do Controle de Deslocamento e o Com-

primento de Arco foram discutidos.

Nos exemplos tratados, considerando somente a análise geometricamente não-linear

dos elementos sólido laminado, notou-se uma ótima concordância com os resultados encontra-

dos na literatura. Assim, tanto nos exemplos de casca abatida isotrópica e laminada como nos

exemplos de casca cilíndrica, o elemento representou corretamente o comportamento da estru-

tura (tanto para o caso de casca espessa como para o caso de casca fina), superando assim as

possíveis complicações relacionadas a pequena razão de aspecto analisada (shear locking).

Para estes exemplos utilizou-se, sempre o comprimento de arco, já que o mesmo se

mostrou uma ferramenta capaz de superar os snap-backs e snap-through que apareceram nas
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análises.

Em seguida, discutiu-se a respeito da caracterização da delaminação, seus mecanis-

mos e modos de falha. Também realizou-se uma discução a respeito das estratégias compu-

tacionais para a modelagem destes problemas. Devido à capacidade dos modelos coesivos de

simular fenômenos físicos complexos de forma relativamente simples, optou-se por implemen-

tar modelos de zona coesiva. A validade destes modelos foram discutidos a partir dos princípios

estabelecidos pela primeira e segunda lei da termodinâmica. Dois modelos foram estudados e

implementados: O modelo bilinear modo I puro e o modelo exponencial misto não variável. A

eficiência destes dois modelos em termos de velocidade de análise e rapidez de convergência

fo1 analisada.

Algumas análises foram realizadas buscando conhecer melhor os parâmetros de in-

fluência em uma análise de delaminação utilizando o modelo bilinear modo I puro, assim como

os parâmetros que influenciam as análises de modelos de zona coesiva em geral. Confirmou-

se os resultados de estudos encontrados na literatura a respeito de alguns parâmetros que são

importantes para as simulação da delaminação.

O primeiro parâmetro importante é a discretização da malha dos modelos em ele-

mentos finitos. O número de elementos utilizados na zona coesiva influencia na convergência

do modelo. A utilização da integração de Newton-Cotes ao invés de Gauss também é algo

decisivo. É importante buscar um número ótimo de pontos de Newton-Cotes para as análises,

ou seja, nem sempre exagerar no número de pontos de Newton-Cotes representa garantia de

convergência. Para as análises realizadas foram utilizadas integrações variando entre 5x5x5 e

8x8x8. A variação da rigidez fictícia “K", não é um parâmetro determinante para a convergência

da análise. Entretanto verificou-se que rigidezes muito elevadas dificultam ainda mais a conver-

gência e evolução da análise. Um dos parâmetros mais importantes é o grau de interpolação dos

elementos utilizados como material contínuo de base para os elementos de interface. Elementos

com grau de interpolação maiores são melhores para representar o comportamento coesivo do

que elementos com grau de interpolação menores.

Também para os exemplos de modo I puro, observou-se que a velocidade da aná-

lise é maior utilizando o modelo bilinear do que utilizando o modelo exponencial. Entretanto,

observou-se que em alguns casos o modelo bilinear apresenta bastante dificuldade de conver-

gência. Isto ocorre porque a curva que caracteriza o modelo bilinear possui uma desconti-

nuidade (inflexão). Logo, o modelo exponencial mostrou-se, para o modo I, uma excelente

ferramenta de análise, já que o mesmo possui uma estabilidade numérica muito maior que o

modelo bilinear.

Também foi apresentado algumas recomendações para a escolha dos parâmetros

adequados para a obtenção da convergência nas análises. Estas, mostraram que a convergência

é fortemente influenciada pela resistência à tração de abertura e pelo número de elementos na

zona coesiva. Observou-se que, quanto maior o número de elementos na zona coesiva, maior

é a chance de convergência. Também observou-se que, diminuindo a resistência a tração, é
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possível a convergência do problema, em termos de deslocamento. Em termos de representação

das tensões ao redor da ponta da trinca, é necessário utilizar mais elementos finitos na espessura

e não é possível dimunir a resistência interfacial, já que isso apresentaria resultados incoerentes

com a realidade.

Como o modelo exponencial mostrou-se mais eficaz para a simulação da zona coe-

siva, adotou-se o mesmo para a modelagem da delaminação em modo misto fixo. Os modelos

analisados apresentaram excelentes resultados comparados com os modelos existente em lite-

ratura.

7.1 Sugestões para trabalhos futuros

O presente trabalho abordou aspectos importantes no estudo da delaminação de

materiais compósitos laminados. Entretanto, devido ao crescente desenvolvimento deste campo,

novos estudos devem ser realizados afim de conhecer o comportamento de estruturas compósitas

sujeitas a outros tipos de carregamentos. Assim os seguinte itens listados visão propor futuras

investigações na presente linha de pesquisa:

a) Estudo da flambagem elástica de cascas laminadas.

b) Desenvolvimento e implementação de modelos constitutivos para consideração

da falha progressiva.

c) Análise não linear física e geométrica de cascas laminadas.

d) Estudo da flambagem de cascas laminadas com falha progressiva.

e) Estudo da flambagem de cascas com delaminação.
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A ANEXO-TERMODINÂMICA COM VARIÁVEIS INTERNAS

Neste anexo, apresenta-se uma breve introdução às leis termodinâmicas aplicadas a

meios contínuos, esta pretende familiarizar o leitor com os princípios básicos necessários para

se definir um modelo constitutivo fisicamente consistente113.

A primeira lei da termodinâmica representa um balanço de energia detalhado des-

crevendo a forma como a energia interna de um volume genérico Ω, a energia cinética deste

volume e a taxa de calor transferida para este corpo se relacionam. Este balanço pode ser es-

crito como:

U̇+ K̇ = Ẇ+ Q̇ (149)

onde U̇ é a taxa de variação de energia interna (potência interna), K̇ é a taxa de variação da

energia cinética (potência cinética), Ẇ é potência realizada pelas forças externas e Q̇ é a taxa de

calor transferido ao corpo. Cada termo da equação pode ser escrito da seguinte forma para um

sólido sofrendo um processo de deformação:

U̇ =
d

dt

∫
Ω

ρudΩ

K̇ =
d

dt

∫
Ω

1
2

ρ|v|2 dΩ

Ẇ =
∫

Ω
ρb ·vdΩ+

∫
A

σσσn ·vdA= K̇+
∫

Ω
σσσ : DdΩ

Q̇ =−
∫
A
q ·ndA+

∫
Ω
qdΩ

(150)

onde ρ é densidade do sólido, u é a energia interna específica por unidade de massa, v é vetor

das velocidades, b é a força causada pelo campo gravitacional por unidade de massa no sólido,

σσσ é o tensor das tensões, D é a taxa do tensor deformação (igual a ε̇ sendo ε o tensor deformação

para pequenas deformações), q é o fluxo de calor por unidade de área entrando no sólido e q

é a taxa de geração de calor volumétrica. O sinal negativo na primeira integral de Q̇ é devido

ao vetor normal n apontar para dentro da superfície. Após algumas operações e utilizando o

balanço de massa114 é possível obter a forma intensiva da primeira lei a seguir:

ρ u̇=σσσ : D−∇ · q+ρq (151)

A segunda lei da termodinâmica lei fornesse uma forma bem clara de visualizar o

grau de irreversibilidade dos processos físicos, esta é descrita através da seguinte equação:

Ṡtotal = Ṡtrans f + Ṡger onde, Ṡtotal− Ṡtrans f ≥ 0 (152)

onde Ṡtotal é a taxa de variação total da entropia associada ao volume do sólido, Ṡtrans f é a en-
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tropia associada à taxa de transferência de entropia pelo fluxo de calor (transferência de calor),

fluxo de massa (se houver) e devido a taxa de geração de calor, Ṡger é a taxa de geração de

entropia no sistema devido as irreverssibilidades. De acordo com Moran115 e Gurtin114:

Ṡtotal =
d

dt

∫
V

ρsdV

Ṡtrans f =−
∫
A
J ·ndA+∑

in

(
∫
A
sρv ·ndA)in−∑

out

(
∫
A
sρv ·ndA)out +

∫
V
J dV

(153)

onde:

J=
q
θ

J =
ρq

θ

s= entropia específica (J/Kg ·K)

θ = temperatura absoluta (K)

(154)

Como num problema de deformação simples não existe transferência de entropia

pelo fluxo de massa, a desigualdade da Equação (152) pode ser escrita como114:

d

dt

∫
V

ρsdV ≥−
∫
A
J ·ndA+

∫
V
J dV (155)

aplicando o Teorema da Divergência114 obtem-se:

Ṡger =
∫
V

ρṡ dV −
∫
V

∇ ·

(

q
θ

)

dV +
∫
V

ρq

θ
dV ≥ 0 (156)

logo, a Segunda Lei da Termodinâmica assume a forma intensiva:

ρṡ−∇ ·
q
θ
+

ρq

θ
≥ 0 (157)

Em um processo de deformação irreversível à taxa de variação da entropia total do

volume (Ṡtotal) não pode ser igual ou menor que a taxa de variação da entropia fornecida pelo

fluxo de calor e massa, somada a taxa de variação de entropia associada à geração de calor

(Ṡtrans f ). Caso não haja geração de entropia (Ṡger = 0), o processo é considerado reversível

e a igualdade prevalesce, entretanto Ṡger jamais pode ser menor que zero, pois nesse caso, o

processo é fisicamente inconsistente (não existe)115.

A primeira e a segunda lei podem ser combinadas com o intuito de criar uma única

expressão matemática que possa ser utilizada para averiguar se um processo é termodinamica-

mente admissível ou não. Usando a seguinte relação:

∇ ·

(

q
θ

)

=
1
θ

∇ · q−
1
θ2q ·∇θ (158)
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substituindo a Equação (157) na Equação (156) e sucessivamente substituindo ∇ · q pela Equa-

ção (151) tem-se:

ρṡ+(−ρ u̇+σσσ : D+ρq)(
1
θ
)−

1
θ2q ·∇θ−

ρq

θ
≥ 0 (159)

finalmente, multiplicando a Equação (159) por θ e cancelando-se ρq obtem-se a desigualdade

de Clausius-Duhem:

ρθṡ−ρ u̇+σσσ : D −
1
θ
q ·∇θ≥ 0 (160)

Outra forma de escrever essa desigualdade é através do conceito da energia livre

específica Ψ (também conhecida como energia livre de Helmholtz por unidade de massa)113,114.

Este representa um potencial energético onde é possível transformar toda a energia disponível

em trabalho. O potencial já é definido levando em conta a parcela de energia que é dissipada

através das irreversibilidades:

Ψ = u−θs sendo Ψ̇ = u̇− θ̇s−θṡ (161)

substituindo na desigualdade de Clausius-Duhem e rearranjando os termos tem-se:

ρ(Ψ̇+ θ̇)+σσσ : D −
1
θ
q ·∇θ≥ 0 (162)

A definição dos conceitos anteriores, são úteis para análise da coerência termodinâ-

mica de uma lei constitutiva qualquer. Seja B um meio contínuo, os processos termodinâmicos

em B podem ser de duas naturezas: Termocinéticos (formado por um par de campos ε(x, t) e

θ(x, t)) ou calordinâmicos (formado por um conjunto de campos σσσ(x, t), u(x, t), s(x, t), r(x, t),

b(x, t), q(x, t)) que satisfazem os equilíbrios de momento, primeira e segunda lei.

O princípio do determinismo termodinamicamente compatível116 postula que a his-

tória de um processo termocinético em que a vizinhança de um ponto x de B foi submetido

determina o processo calordinâmico para B no ponto x′, em particular, para materiais simples.

A história local de F, θ e g, onde F é o tensor gradiente de deformação e g = ∇θ (história

somente no ponto x), é suficiente para determinar a história do processo termocinético para

propósitos constitutivos. O princípio do determinismo termodinâmico implica a existência de

funcionais constitutivos F ,R ,H e J da história de F,θ e g, de tal forma que para um ponto x:

σσσ(x, t) = F ( F(x, t), θ(x, t), g(x, t) )

Ψ(x, t) = R ( F(x, t), θ(x, t), g(x, t) )

s(x, t) = H ( F(x, t), θ(x, t), g(x, t) )

q(x, t) = J ( F(x, t), θ(x, t), g(x, t) )

(163)
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e a inequação de Clausius-Duhem vale para todos os processos termocinéticos de B .

Uma alternativa para a descrição geral baseada na história dos funcionais é a uti-

lização da chamada termodinâmica com variáveis internas. Sua hipótese inicial é a de que a

qualquer instante do processo termodinâmico, o estado termodinâmico (definido por σσσ,Ψ,s e

q) em um dado ponto x pode ser completamente determinado por um número finito de variá-

veis de estado conhecidas. O estado termodinâmico depende unicamente do valor instantâneo

de suas variáveis de estado e não de sua história passada.

Para as aplicações mais comuns é conveniente assumir que um estado termodinâ-

mico em um ponto qualquer é determinado pela seguinte conjunto de variáveis de estado:

{

F, θ, g, α
}

(164)

onde α é um conjunto de variáveis internas associado a mecanismos de dissipação de energia.

Seguindo as hipóteses anteriores (segundo Gurtin114 , a dependência do gradiente

de temperatura na função Ψ deve ser desprezada para não contrariar a segunda lei da termodi-

nâmica), assume-se que a energia específica livre possui a seguinte forma:

Ψ = Ψ(F,θ,α) (165)

logo, a taxa de variação da mesma é dada por:

Ψ̇ =
∂Ψ

∂F
: Ḟ+

∂Ψ

∂θ
: θ̇+

∂Ψ

∂αk

: α̇k (166)

onde k indica o índice de cada variável interna ligada a dissipação existente no problema. Fa-

zendo a seguinte equivalência117:

σσσ : D=σσσF−T : Ḟ (167)

substituindo a Equação (166) e Equação (167) na Equação (162), pode-se reescrever a desigual-

dade de Clausius-Duhem, da seguinte forma:

(TF−T −ρ
∂Ψ

∂F
) : Ḟ−ρ(s+

∂Ψ

∂θ
)θ̇−ρ

∂Ψ

∂αk

α̇k−
1
θ
q ·g≥ 0 (168)

Esta equação deve valer para todos os processos possíveis, em especial os reversíveis.

Seguindo estas hipóteses117,118 , tem-se os dois primeiros termos da Equação (168)

relacionados a processos termodinâmicamente ideais. Logo, os últimos termos é quem define a

admissibilidade termodinâmica de um processo irreversível. Assim pode-se reescrever a desi-

gualdade de Claussius-Duhem para um processo qualquer irreversível da seguinte forma:

−Ak ∗ α̇k−
q
θ
· g≥ 0 (169)



114

onde αk representa as variáveis internas do sistema. Nesta equação, o símbolo do produto no

primeiro termo representa a devida operação de multiplicação, enquanto Ak define as forças

termodinâmicas conjugadas:

Ak = ρ
∂Ψ

∂αk

(170)

sendo A=
{

Ak

}

e ααα =
{

αk

}

pode-se reescrever a desigualdade como:

−A∗α̇αα−
q
θ
· g≥ 0 (171)

Esta equação dita que todas as dissipações de energia num processo termodinâmico

real devem ser maiores do que zero.
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sd Elemento Solido

Ator Solução

Analysis Model Constitutive ModelNode SectionAnalysisCtrlPath Shape MaterialSectionIntegrationElement

1.1.11.10: Obtem matriz de Rigidez constitutiva global

3.1: Retorna as propriedades da lâmina

3: requer propriedades da lâmina

1.1.11.7: Retorna a Matriz de Transformação

1.1.11.6: Requer Matriz de Transformação

1.1.11.5: Opera para obter sistema de coordenadas local no ponto de integração

1.1.11.4: Retorna vetor a de orientação

1.1.11.3: Requer vetor a de orientação

1.1.11.2: Retorna vetor e3

1.1.11.1: Requer vetor e3 local do ponto de integração

1.1.11.11.1.1: Retorna matriz de rigidez global

1.1.12.1: Adiciona matriz de rig. do elemento na matriz de rig. global

1.1: Calcula a matriz de rigidez do elemento

1.1.11.11.1: Matriz de rigidez adicionada

1.1.12: Matriz de rigidez do elemento calculada

1: Requer matriz de rigidez global

2.1: Retorna coordenadas do elemento

2: Consulta coordenadas do elemento

1.1.11.9: Retorna a matriz rigidez constitutiva local

1.1.11.8: Requer a matriz rigidez constitutiva local

1.1.10: retorna a matriz deformação-deslocamento

1.1.9: Requer a matriz deformação-deslocamento

1.1.11.11: Retorna a matriz rigidez constitutiva

1.1.11: Requer a matriz rigidez constitutiva

1.1.8: Retorna a Matriz de Rotação

1.1.6: Retorna as funções de forma, derivadas e Jacobiano

1.1.2: Retorna Coordenadas do elemento

1.1.7: Requer a matriz de rotação

1.1.5: Consulta funções de forma, derivadas e Jacobiano

1.1.1: Consulta coordenadas do elemento

1.1.4: Retorna pontos de integração e pesos

1.1.3: Consulta os pontos de integração e pesos
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sd Elemento Interface

Ator Solução

MaterialSectionAnalysisAnalysis Model Constitutive ModelIntegrationNodeShapeElementCtrlPath

1: Requer matriz de rigidez global

1.5: Retorna matriz de rigidez global

1.4: Matriz de rigidez adicionada

1.3: Adiciona matriz de rig. do elemento na matriz de rig. global

1.1.11.2: Retorna a matriz rigidez constitutiva 1.1.11.2: Retorna a matriz rigidez constitutiva 3.1: Retorna as propriedades

3: Requer propriedades da zona coesiva1.1.11.1: Requer a matriz rigidez constitutiva
1.1.11: Requer a matriz rigidez constitutiva

1.1.10: retorna a matriz deformação-deslocamento

1.1.9: Requer a matriz deformação-deslocamento

1.1.8: Retorna a Matriz de Rotação

1.1.7: Requer a matriz de rotação

1.1.6: Retorna as funções de forma e Jacobiano

1.1.5: Consulta funções de forma e Jacobiano

1.1.4: Retorna pontos de integração e pesos

1.1.3: Consulta os pontos de integração e pesos

1.1.2: Retorna Coordenadas do elemento 2.1: Retorna coordenadas do elemento

2: Consulta coordenadas do elemento1.1.1: Consulta coordenadas do elemento

1.2: Matriz de rigidez do elemento calculada

1.1: Calcula a matriz de rigidez do elemento


