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RESUMO

A utilizacao de vigas laminadas de parede fina nas Engenharias Aerondutica, Civil, Mecanica
e Naval tem crescido bastante nos dltimos anos, devido a suas elevadas relacdes rigidez/peso
e resisténcia/peso. Esses elementos estruturais normalmente apresentam paredes finas devido
a alta resisténcia dos materiais compositos. Outra caracteristica importante € que, mesmo sem
apresentar grandes deformacgdes e sem que o limite eldstico do material seja ultrapassado, estas
vigas apresentam comportamento nao linear geométrico devido a sua elevada esbeltez, acarre-
tando em grandes deslocamentos e rotacdes. Dependendo da laminagdo utilizada, as vigas de
materiais compositos podem apresentar diversos acoplamentos entre esforcos e deformacoes,
tornando a sua andlise bem mais complexa do que a andlise de vigas de material isotrépico.
Neste trabalho, foram desenvolvidos dois elementos finitos de pdrtico espacial para andlise ndo
linear geométrica de vigas laminadas de parede fina. As propriedades seccionais da viga sao
avaliadas através de teorias de vigas laminadas de parede fina apropriadas, em que desprezam-
se os efeitos do empenamento e do cisalhamento transversal. Tais teorias de vigas laminadas
conduzem a uma matriz constitutiva 4x4, onde diferentes niveis de acoplamento entre esfor¢os
e deformacdes de viga sdo considerados, por exemplo, pode-se obter uma matriz constitutiva
diagonal ou cheia. A abordagem corrotacional independente do elemento € utilizada para o
tratamento de grandes deslocamentos e rotagdes de corpo rigido no espago. No ambito lo-
cal, sdo utilizados dois elementos, um baseado na teoria linear e outro na descri¢do Lagran-
geana Total. O tratamento matemdtico das grandes rotacdes no espaco € realizado por meio
do tensor das rotagdes (formula de Rodrigues), juntamente com o conceito do pseudovetor.
As implementagdes dos elementos finitos propostos neste trabalho sdo realizadas no software
de codigo aberto FAST. A metodologia de trabalho segue o roteiro classico de métodos com-
putacionais, incluindo formulagdo, implementacao, verificacio e validacao dos resultados. A
verificacdo € realizada através dos modelos tridimensionais de elementos finitos de casca e
s6lido desenvolvidos no software comercial ABAQUS. A validacdo € realizada por meio da
comparacao com resultados de ensaios experimentais encontrados na literatura. No que diz res-
peito a avaliacdo das propriedades seccionais, pode-se verificar uma 6tima concordincia entre
as teorias de vigas laminadas adotadas neste trabalho e os resultados numéricos e de ensaios
experimentais, para todas as laminagdes e carregamentos considerados. No caso dos elemen-
tos de portico espacial, verificou-se uma 6tima concordancia entre os resultados dos elementos
finitos propostos neste trabalho e os resultados analiticos e computacionais disponiveis na litera-
tura. Observa-se também que o elemento baseado na descri¢do Lagrangeana € mais eficiente do
que o elemento baseado na teoria linear no que tange a capacidade de apresentar uma resposta

satisfatoria com uma malha menos refinada.

Palavras-chave: Materiais compdsitos. Vigas de parede fina. Elemento de portico espacial.

Formulag¢do corrotacional. Nao linearidade geométrica.



ABSTRACT

The use of thin walled laminate beams in Aeronautical, Civil, Mechanical and Naval Enginee-
ring is increasing in the last years. This is due to their high stiffness/weight and strength/weight
ratios. Composite beams and other structural elements tend to have thin walls due to the elevated
strength of the material. Other important aspect is that, even without reaching large strains and
without overcoming the elastic limit of the material, such beams present geometric nonlinear
behavior due to high their slenderness, leading to large displacements and rotations. Depen-
ding on the composite layup, the beams of composite materials can present several couplings
between generalized stresses and strains, requiring a more complex analysis procedure when
compared to isotropic beams. In this work, two three-dimensional space frame finite elements
that can be used to analyze composite thin-walled beams subjected to geometric non-linearity
were developed. The cross-section properties of the beams are evaluated through suitable thin
walled beam theories, where the effects of the warping and transverse shear are neglected. Such
theories yield a 4x4 constitutive matrix for the laminate and different levels of coupling between
generalized stresses and strains can be considered. Depending of such couplings, the constitu-
tive matrix can either be full or diagonal. The element independent corotational approach was
used in order to consider large displacaments and rigid body rotations in space. In the local
coordinate system, two elements are used, one based on the linear strain theory and the other
on the Total Lagrangian formulation. The mathematical treatment of the large rotations in the
space is performed by means of the rotation tensor (Rodrigues’s formula) in conjunction with
the concept of the pseudovector. The computational implementations of the two finite elements
proposed in this work were done in the open source software FAST (Finite Element Analysis
Tool). The methodology used follows the classical steps used in computational methods, in-
cluding formulation, implementation, verification and validation of results. Such verification is
accomplished through shell and solid three-dimensional finite element models developed in the
ABAQUS commercial software. The validation is performed by means of comparison with the
experimental results found in literature. Regarding the evaluation of cross-sectional properties,
one can observe a good agreement between the laminated beam theories adopted in this work
and numerical and experimental results for all composite layups and load conditions conside-
red. In the case of space frame elements, a good agreement is obtained between the results of
finite elements proposed in this work and the analytical and computational results available in
the literature. It is also observed that the element based on the Lagrangian formulation is more
efficient than the element based on the linear theory regarding the ability to provide a satisfatory
response with a less refined mesh.

Keywords: Composite materials. Thin walled beams. Three-dimensional space frame finite

element. Corrotacional formulation. Geometric nonlinearity.
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11
1 INTRODUCAO

Materiais compositos resultam da combinag@o de dois ou mais materiais, em uma
escala macroscopica, com o objetivo de obter um novo material melhor que cada uma das
suas partes isoladamente.>®? Para projetos estruturais onde se buscam elevadas relagdes ri-
gidez/peso e resisténcia/peso, os materiais compdsitos mais utilizados sdao os reforcados por
fibras (Fiber Reinforced Composites). Estes materiais apresentam excelentes caracteristicas
mecanicas como resisténcia, rigidez, resisténcia a fadiga, resisténcia a corrosio.8

No presente trabalho, utilizam-se os compoésitos laminados reforcados por fibras
unidirecionais. Esses materiais sdo formados por uma sequéncia de laminas (camadas) com-
postas por um conjunto de fibras de alta resisténcia imersas em uma matriz polimérica. Cada
lamina isolada apresenta comportamento ortotrépico, com rigidez e resisténcia maiores na
direcdo das fibras. Por outro lado, o laminado pode apresentar comportamento anisotropico,
devido a presenca de laminas com diferentes orientagdes, causando acoplamento entre esfor¢os
e deformagdes que nao estdo presentes no caso de vigas de material isotrépico.

Tirando partido da ortotropia de cada lamina, os compdsitos laminados podem ser
fabricados de maneira a obter a mdxima vantagem em cada situacdo especifica. Isso pode
ser obtido colocando-se a direcao das fibras ao longo das dire¢des mais solicitadas. Isso €
impossivel de ser alcancado utilizando materiais isotropicos, uma vez que tais materiais tém
comportamento igual em todas as dire¢des, havendo resisténcia disponivel em todas as direcoes,
mesmo naquelas onde as solicitagdes sao baixas. Dessa forma, varios trabalhos tratam do uso
de técnicas de otimizacdo no projeto de estruturas laminadas. 1012

A utilizagdo de vigas laminadas de parede fina nas Engenharias Aerondutica, Ci-
vil, Mecanica e Naval tem crescido bastante nos ultimos anos, devido a suas elevadas relagoes
rigidez/peso e resisténcia/peso. Esses elementos estruturais normalmente apresentam paredes
finas devido a alta resisténcia dos materiais compositos reforcados por fibras. Outra carac-
teristica de tais vigas, mesmo sem apresentar grandes deformacgdes e sem que o limite eldstico
do material seja ultrapassado, € o seu comportamento geometricamente ndo linear devido a sua
elevada esbeltez, acarretando em grandes deslocamentos e rotagdes no espaco. Dependendo da
laminacao utilizada, as vigas de materiais compodsitos podem apresentar diversos acoplamentos
entre esfor¢cos e deformacdes, tornando a analise destas vigas bem mais complexa do que a
andlise de vigas de material isotropico.

Como exemplo concreto da aplicacdo deste material, tém-se as pds de aerogera-
dores e helicopteros, os perfis laminados fabricados por extrusdo, os risers compositos, que
sdo tubulacdes usada para producdo e extragdo de petréleo em dguas profundas, dentre outras
aplicacdes.

Os risers estdo submetidos, predominantemente, a atuacdo conjunta de pressao in-
terna e externa, forca normal, momento torcor e flexdo obliqua. !> As acdes podem ter cardter

estatico ou dinamico. Risers metalicos tém sido usualmente utilizados, contudo, o uso dessa
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solu¢do em 4guas profundas pode ficar comprometido devido ao peso elevado do ago, tornando
a exploracdo e produgdo de petréleo offshore economicamente invidveis. Devido a isto, tem
crescido o interesse na aplicacdo em risers compésitos. 111214

O projeto de vigas laminadas de parede fina requer a determinagdo dos desloca-
mentos, esforcos e tensdes para os diversos carregamentos atuantes. Estruturas laminadas
normalmente sdo analisadas utilizando elementos finitos s6lidos ou de casca, pois permitem
a representacdo de qualquer laminagdo, bem como a consideragcdo de todos os possiveis aco-
plamentos entre esforcos e deformacdes. Contudo, o uso dessa abordagem ndo € vidvel para
algumas estruturas, por exemplo, as exemplificadas anteriormente, devido ao seu grande com-
primento. Neste caso, a malha de elementos finitos teria que ser refinada o bastante para cap-
turar estados de tensdo e deformagao em determinadas regides para, por exemplo, verificar a
seguranca da estrutura através de critérios de resisténcia.

Essa abordagem apresenta alguns problemas sérios, pois a malha possui um niimero
muito grande de graus de liberdade, acarretando num custo computacional elevado e dificul-
tando a modelagem geométrica e geragio da malha. 1 Esses problemas sio amplificados quando
somados aos efeitos dos grandes deslocamentos e rotagoes.

Assim, para estruturas de grande porte, principalmente, as de materiais comp@sitos,
utiliza-se a abordagem de anélise global-local. Segundo Voleti et al.,'> analisar estruturas de
grande porte usando o Método dos Elementos Finitos (MEF) requer técnicas especiais para che-
gar a resultados confidveis e dentro de tempos computacionais razoaveis. A analise global-local
através de elementos finitos refere-se a um conjunto de técnicas destinadas a reduzir o esforco
computacional. H4 outras técnicas para realizacdo da andlise global-local em que combinam-se
outros métodos numéricos, como elementos de contorno e diferengas finitas. 16

Mais uma vez, tomando os risers como exemplo, a abordagem global-local pode
ser aplicada a tal estrutura. Inicialmente, faz-se uma andlise global com o uso de elementos de
portico para obtengdo de deslocamentos, rotagdes e esforcos internos. Em seguida, a partir dos
dados da andlise precedente, modelos locais mais refinados, utilizando elementos finitos s6lidos
ou de casca, sdo empregados para o cdlculo das tensdes e deformacdes em regides criticas da
estrutura. Nota-se que esta abordagem realizada em dois niveis (global e local) é uma forma
de abordagem multi-escala.!” Na literatura, encontram-se diversos trabalhos que utilizaram tal
abordagem para analisar risers compdsitos. 131819

Para uma gama de casos préticos, a andlise linear fornece uma avaliacdo imprecisa
da estrutura. Ha casos em que a carga de ruina da estrutura € superestimada ou subestimada para
um dado nivel de carga. Desta maneira, para realizar uma avaliacdo mais realista da estrutura,
€ necessdrio incluir os efeitos ndo lineares na andlise estrutural.

Na analise linear, assume-se que os deslocamentos e deformacdes sofridos pela
estrutura devido ao carregamento externo sao pequenos. Isso implica que o deslocamento €
uma fungdo linear das forcas aplicadas, a determinac¢do da matriz de rigidez e do vetor de forcas

internas do elemento sdo obtidos através da configuracdo indeformada (conhecida) do corpo e
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a matriz que relaciona deformagio e deslocamento é independente dos deslocamentos. 2

Contudo, no caso de estruturas que sofrem grandes deslocamentos, mesmo sem
apresentar grandes deformacdes e sem que o limite eldstico do material seja ultrapassado, deve-
se utilizar equagdes nao lineares de equilibrio da estrutura. Neste caso, as equagdes de equilibrio
devem ser escritas na configuracdo deformada (desconhecida) da estrutura. >

Nos problemas geometricamente ndo lineares de estruturas € comum o uso das
abordagens Lagrangeana Total e Atualizada. Na abordagem Lagrangeana Total, as varidveis
estdticas e cinemadticas da configuracao desconhecida sdo referidas a configuracdo inicial da es-
trutura. Por outro lado, na abordagem Lagrangeana Atualizada, todas as varidveis sdo referidas
a tltima configuragio de equilibrio da estrutura. 202!

Diversos trabalhos tratando da andlise ndo linear de vigas laminadas tem sido pu-
blicados nos tltimos anos. Bhaskar e Librescu?? propuseram um elemento finito baseado na
descricao Lagrangeana Total considerando os efeitos da deformac¢do de cisalhamento transver-
sal e do empenamento para analisar vigas anisotropicas de parede fina. Eles aplicaram esse ele-
mento finito para avaliar vigas de secdo aberta e fechada. Seguindo a mesma linha de Bhaskar e
Librescu,?? Vo e Lee* propuseram um elemento de pértico espacial baseado nas deformacdes de
von Karmén (tensor de deformacgdo de Green-Lagrange) para analisar vigas caixdo. Os autores
avaliaram a influéncia da laminacdo e dos acoplamentos. Posteriormente, os autores refinaram
tal elemento para considerar o efeito do cisalhamento transversal.>

Fraternali e Feo?® propuseram um elemento finito de pértico espacial para analisar
vigas laminadas de parede fina. Tal elemento € formulado por meio da teoria de Vlasov e
capta pequenas deformagdes e rotacdes moderadas. Os autores avaliaram apenas vigas de secdo
aberta.

1.%* e Omidvar e Ghorbanpoor?’ propuseram um elemento finito espa-

Cardoso et a
cial baseado na descri¢cao Lagrangeana Atualizada para analisar vigas laminadas de parede fina.
Os autores analisaram apenas vigas de secio aberta. Nestes trabalhos, o efeito do empenamento
também foi considerado.

Saravia et al.?® apresentaram uma formulacio geometricamente exata para anali-
sar vigas laminadas de parede fina, cujo tratamento das grandes rotagdes no espaco € realizado
por meio de parametrizagdes em termos dos spins (matriz antissimétrica). Tal formulagdo con-
duz matriz de rigidez tangente ndo simétrica. Tal elemento finito é dependente do caminho
(path dependent) e nao invariante (non-invariant), e baseia-se no tensor das deformacdes de
Green-Lagrange. E importante notar que um elemento finito é dito invariante quando possui a
capacidade de nio apresentar deformacio quando submetido a deslocamento de corpo rigido. %’
Tal terminologia surgiu com o crescimento das formulacdes geometricamente exatas (geome-
trically exact).

Seguindo a mesma sistemdtica que Saravia ef al.,?® Saravia et al.” propuseram um
elemento finito de portico espacial para analisar vigas laminadas de parede fina. Nesse trabalho,

a matriz de rigidez tangente é obtida por meio da parametrizagdo das rotagdes finitas com o
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vetor das rotacdes totais e o elemento finito € independente do caminho (path independent) e
invariante (invariant).

Machado e Cortinez?® propuseram uma formulacdo para analisar vigas lamina-
das de parede fina de sec¢do aberta e fechada. Salienta-se que tal modelo considera apenas
laminacdes simétricas balanceadas. O empenamento é considerado.

A eficdcia da aplicacdo dos elementos finitos de portico das referéncias supracitadas
depende de uma avaliacio cuidadosa da relacdo constitutiva da viga laminada. Tal relacdo € de
dificil obtencao, devido a geometria da se¢do e ao esquema de laminagao de cada segmento da
secdo transversal. Outra dificuldade verificada nas formulacdes citadas anteriormente € a nao
separacao explicita das grandezas cinematicas das propriedades seccionais da viga.

Uma abordagem comumente utilizada para analisar vigas laminadas de parede fina
¢ determinar as propriedades seccionais equivalentes (EA, EI,, EI,, El,; ¢ GJ) por meio de

alguma técnica, por exemplo, Homogeneizacio >’

0

e a abordagem apresentada por Massa e Bar-
bero,? e empregi-las nos elementos finitos de pérticos convencionais. Uma das vantagens
dessas abordagens reside no fato de poder utilizar softwares de andlise comerciais sem gran-
des alteragdes, além de resultarem em expressoes analiticas simples de facil aplicagdo. Porém,
neste tipo de abordagem, desprezam-se os efeitos dos possiveis acoplamentos entre os esforcos
e deformagdes da viga.

No entanto, hé teorias que consideram todos os possiveis acoplamentos de viga,
como a abordagem proposta por Kollar e Pluzsik.3! Esta abordagem é baseada na Teoria Cléssica
de Laminacao e os efeitos do empenamento e do cisalhamento transversal sdo desprezados. Mo-
roré et al. 3% propuseram um elemento de pértico espacial baseado nesta teoria e aplicaram-no
na andlise linear de vigas caixao e perfil L.

Os elementos finitos para anélise ndo linear de vigas laminadas supracitados sao ba-
seados nas formulagdes Lagrangeanas Total e Atualizada. Contudo, pesquisas vém mostrando,
gradativamente, que a formula¢do chamada corrotacional vem ganhando forte apelo quando
se trata de porticos e cascas submetidos a grandes deslocamentos e rotacdes, mas a pequenas
deformacdes.>* O principal atrativo desta formulagio é a possibilidade da exclusdo da nio linea-
ridade geométrica do ambito local do elemento. A parcela ndo linear € incorporada na matriz de
transformacao que relaciona os parametros locais e globais, que ndo dependem dos detalhes das
formulacdes dos elementos locais. Tal abordagem € bastante vantajosa, pois elementos lineares
e ndo lineares tradicionais podem ser facilmente adaptados para andlise nao linear geométrica.

Dentre as formulac¢des corrotacionais da literatura, a mais atrativa e por iSso a mais
difundida atualmente é a caracterizada como independente do elemento.>? Desde sua criagio,
esta formulagdo tem sido aperfeicoada por diversos autores. 3437

Desta forma, a abordagem corrotacional permite a separacao explicita das grandezas
cinemdticas das propriedades seccionais da viga laminada. No ambito local da abordagem

132

corrotacional, pode-se utilizar elementos lineares, como o proposto por Mororé et a cujo

tratamento matemético ¢ menos complexo do que as formulacdes dos elementos finitos ndo
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lineares mencionadas anteriormente. Assim, o tratamento das complexidades que o compdsito
laminado possui, principalmente a consideracio dos acoplamentos entre esforcos e deformacoes
da viga, sdo tratados no ambito local da formulagio corrotacional. E importante salientar que os
elementos finitos ndo lineares baseados na descri¢do Lagrangeana mencionados anteriormente,
podem ser utilizados também no ambito local da abordagem corrotacional.

Ressalta-se que, na revisdo bibliografica realizada, ndo foram detectadas trabalhos
que utilizam a abordagem corrotacional para analise de vigas laminadas de parede fina. Na ver-
dade, verifica-se que a grande maioria dos trabalhos sobre anélise ndo linear de vigas laminadas
¢ restrita apenas ao caso de rotacdes moderadas.

Portanto, o desenvolvimento de elementos finitos de pdrtico espacial para andlise
de vigas laminadas de parede fina submetida a grandes deslocamentos e rota¢des no espago €
um tema de grande interessante, devido a simplicidade de discretizagdo e baixo custo computa-
cional, quando comparado com o uso de elementos de casca ou sélido laminados.

Com base no que foi exposto, o objetivo geral deste trabalho é formular elementos
de portico espacial para andlise ndo linear geométrica de vigas laminadas de parede fina capazes
de considerar grandes deslocamentos e rotacoes.

Devido as complexidades analiticas e numéricas desses elementos finitos, os obje-

tivos especificos deste trabalho incluem:

a) Empregar as teorias de vigas laminadas para determinagdo da relacdo constitu-

tiva da viga laminada de parede fina.
b) Aplicar as teorias de viga para secoes transversais do tipo caixao e circular.

¢) Avaliar as teorias de vigas laminadas por meio de comparagdes numéricas para

diferentes esquemas de laminacao.

d) Desenvolver elementos locais baseados na teoria linear de vigas e na descri¢ao

Lagrangeana Total.

e) Empregar a abordagem corrotacional independente do elemento de forma a per-

mitir o tratamento dos grandes deslocamentos e rotagdes no espago.
f) Verificar a acurdcia dos elementos propostos por meio de exemplos numéricos.

A fim de atingir os objetivos acima destacados, a metodologia de trabalho seguiu o
roteiro cldssico de métodos computacionais, incluindo formulagdo, implementagao, verificagao
e validacdo dos resultados. A verificacdo inclui a comparag¢dao com outros modelos mateméticos
(elementos finitos 3D), enquanto a validagdo trata da comparagdo com resultados experimentais.

E utilizada a abordagem corrotacional independente do elemento para o tratamento
dos grandes deslocamentos e rotacdes de corpo rigido no espago. No ambito local, foram de-

32

senvolvidos dois elementos: um baseado na teoria linear”“ e outro na descricdo Lagrangeana
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Total (rotagdes moderadas). O tratamento matematico das rotagdes finitas no espaco é reali-
zada por meio do tensor das rotagdes (ou formula de Rodrigues), juntamento com o conceito de
pseudovetor. 8

Assim, com o uso da abordagem corrotacional independente do elemento fica evi-
dente a separacao das duas complexidades do problema: a determinagdo das propriedades secci-
onais da viga laminada (relacao constitutiva), juntamente com todos os possiveis acoplamentos
entre esforcos e deformagdes; e o tratamento dos grandes deslocamentos e rotagdes no espago.

As propriedades seccionais da viga s@o avaliadas por meio de teorias adequadas de
vigas laminadas de parede fina e sdo aplicadas apenas para vigas de secdo fechada. No entanto,
as formulacOes apresentadas neste trabalho também podem ser utilizadas para vigas de sec@o
aberta, desde que o efeito do empenamento possa ser desprezado.

Os elementos finitos de viga laminada propostos neste trabalho foram implemen-
tados no software de cédigo aberto FAST (Finite Element Analysis Tool) escrito em C++ que
utiliza a filosofia de Programacao Orientada a Objetos. Atualmente, o FAST encontra-se em
desenvolvimento pelo grupo de Mecanica Computacional do Laboratério de Mecanica Compu-
tacional e Visualizagdo (LMCV) da Universidade Federal do Ceara. As anélises utilizando ele-
mentos finitos de casca ou sélido foram realizadas utilizando o software comercial ABAQUS.

Utilizou-se também o software de programacao MATLAB para implementar as me-
todologias de andlise de vigas de parede fina apresentadas neste trabalho. Utilizou-se também
o software de programagao matematica simbolica Maple para auxiliar na formulacao dos ele-

mentos locais.

1.1 Organizacao da dissertacao

Este trabalho estd dividido em sete capitulos em que serd contemplada primeira-
mente a Introdugdo, que trata da contextualizagao do problema, da justificativa e dos objetivos.

No Capitulo 2, explana-se sobre materiais compdsitos reforcados por fibras. Ba-
sicamente, discorre-se sobre as principais caracteristicas do material e a sua macro-mecanica.
Apresenta-se também sobre a Teoria Classica de Laminagdo, base das teorias para anélise de
vigas laminadas apresentadas no capitulo seguinte.

No Capitulo 3, apresentam-se o cdlculo das relagdes constitutivas de vigas lamina-
das de parede fina empregadas nos elementos finitos desenvolvidos nesta dissertacdo. Neste
capitulo também apresentam-se exemplos numéricos para verificacdo e validacdo das teorias de
vigas laminadas. Sao utilizadas vigas em balanco de se¢do caixao e circular.

No Capitulo 4, apresenta-se a abordagem corrotacional independente do elemento
para elementos de pdrtico espacial. Neste capitulo também apresenta-se de forma detalhada o
tratamento matematico das grandes rotacdes no espaco.

No Capitulo 5, discutem-se as formulacdes dos elementos locais propostos neste

trabalho. No ambito local do elemento corrotacional, utilizam-se dois elementos: um baseado
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na teoria de pequenos deslocamentos e outro na descricdo Lagrangeana Total (rotagcdes mode-
radas). Inicialmente, apresenta-se a formulacao proposta do elemento local ndo linear baseado
no tensor de deformacdo de Gree-Lagrange, cujo grau de nao linearidade € inserido apenas na
parcela de membrana. Por fim, é proposto o elemento baseado na teoria de pequenos desloca-
mentos, cuja formulacdo € apresentada como uma simplificacdo do elemento nao linear local.

O Capitulo 6 contém as aplicacdes numéricas para verificagdo dos elementos pro-
postos. Neste capitulo, inicialmente, apresentam-se exemplos classicos de estruturas isotropicas
encontrados na literatura para verificar a capacidade do elemento em tratar grandes rotagcdes no
espaco e a implementacdo realizada no software FAST. Por fim, sdo apresentados exemplos em
que se utilizam estruturas laminadas.

Por fim, o Capitulo 7 contém as conclusdes obtidas neste trabalho e sugestdes de

trabalhos futuros.
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2 MATERIAIS COMPOSITOS LAMINADOS

Os elementos finitos de portico espacial propostos neste trabalho sdao desenvolvidos
utilizando as relacdes constitutivas obtidas pelas metodologias de anélise de vigas laminadas de
parede fina apresentadas no proximo capitulo. Antes de apresentar tais teorias e as formulacdes
dos elementos finitos, neste capitulo, descrevem-se as principais caracteristicas dos materiais

compdsitos laminados refor¢ados por fibras e sua macro-mecanica.

2.1 Fibras e matriz

Os materiais compostos ou compdsitos sao formados por dois ou mais materiais
combinados em escala macroscOpica, visando obter um material com melhores proprieda-
des mecanicas do que as dos materiais que o compdem quando utilizados isoladamente. >3
Apresentam Otimas caracteristicas mecanicas como resisténcia, rigidez, resisténcia a fadiga,
resisténcia 2 corrosdo, dentre outras caracteristicas.

Para projetos estruturais onde se buscam relagcdes 6timas de rigidez/peso, bem como
resisténcia/peso, objetivando uma estrutura que atenda um nivel de seguranca e apresente um
6timo desempenho estrutural, os materiais compdsitos mais utilizados sdo os reforcados por
fibras (Fiber Reinforced Composites). Esses comp0sitos sdo formados por dois materiais: as
fibras e as matrizes.

As fibras sdo as grandes responsdveis pela resisténcia e rigidez do material. Ressalta-
se que materiais em forma de fibras apresentam maior resisténcia e rigidez do que o mesmo
material numa forma volumétrica (bulk form). Por exemplo, uma placa de vidro comum apre-
senta, geralmente, valores de resisténcia a ruptura da ordem de 20 MPa. Ja em forma de fibras,
o mesmo vidro apresenta resisténcia a ruptura de 2800 MPa a 4800 MPa em condicdes comer-
ciais, e em condicdes laboratoriais, essa fibra de vibro chega a cerca de 7000 MPa de resisténcia
a ruptura. 3%

A discrepancia entre os valores de resisténcia do material na forma de fibras e sua
forma volumétrica € explicada pela presenca de imperfei¢des ou falhas no material. Um bloco
de material possui um nimero de trincas inerentes ao processo de fabricacdo. Uma fibra de
vidro, por exemplo, é fabricada com didmetros na faixa de 0.010 mm. Esse didmetro diminuto
dificulta o desenvolvimento excessivo de trincas durante o processo de fabricagdo, fazendo com
que a resisténcia da fibra fique proxima a resisténcia maxima (tedrica) do material definida pela
sua estrutura molecular.?® Isso explica os altos valores para as relacdes de resisténcia/peso e
rigidez/peso conseguidas com o uso de materiais em forma de fibras.®

As matrizes sdo geralmente empregadas na forma de resinas a base epoxi com custo
e resisténcia menores que as fibras.® As matrizes sio encarregadas de realizar fungdes primor-
diais, tais como: manter as fibras unidas no arranjo desejado de forma que elas trabalhem em
conjunto, contribuir para a resisténcia a flambagem de fibras comprimidas, atuar como um dis-

positivo de transferéncia de carregamento entre as fibras, além de protegé-las de agentes exter-
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nos.? A pendltima caracteristica citada anteriormente é de grande importancia, principalmente
quando uma fibra se rompe, pois a matriz auxilia na redistribuicdo dos esforcos entre as fibras

intactas adjacentes.®

2.2 Lamina e laminado

A lamina (layer ou ply) é o elemento bésico para a constru¢cdo dos compdsitos
laminados. Uma lamina refor¢ada por fibras consiste de muitas fibras imersas em uma matriz.
As fibras podem ser continuas ou descontinuas, unidirecionais ou bidirecionais, trangcadas ou

com distribui¢do randdomica, como ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Tipos de laminas reforcadas por fibras.
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Fonte: Reddy.’

Um laminado € uma cole¢ao de laminas empilhadas de tal forma que se alcance uma
rigidez e uma resisténcia desejavel. Cada camada (Idmina) terd uma espessura e serd orientada
de acordo com a direcao principal das fibras, como ilustrado na Figura 2. Essa sequéncia de em-
pilhamento é chamada de esquema de laminagio (lamination scheme ou stacking sequence).’

O desempenho estrutural dos compésitos laminados refor¢ados por fibras depende
do nimero de camadas, dos materiais e do esquema de laminagdo utilizado. O esquema de
laminacéo define o arranjo dos dngulos de orienta¢do das camadas, por exemplo, [ot/B/Y/.../®)],
onde a é a orientacdo das fibras da primeira camada, B é a orientacdo das fibras da segunda
camada e assim por diante. O angulo de orientacao € medido no sentido anti-horério a partir do
eixo x, conforme mostrado na Figura 3. A numeragdo das camadas € feita de baixo para cima,

no sentido positivo do eixo z, como ilustrado na Figura 4.



Figura 2 — Laminado com laminas orientadas em diferentes angulos.
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Fonte: Adaptado de Reddy.’

Figura 3 — Orienta¢do da lamina.

Fonte: Reddy.’
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Figura 4 — Esquema de laminag@o.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Encontra-se, comumente na literatura, a classificacio para os compdsitos em cross-
ply e angle-ply. Um laminado é denominado cross-ply, quando esse possui somente fibras ori-
entadas a 0° ou 90°. Assim, a laminac@o [0/90/0/90/0] corresponde a um laminado cross-ply
com cinco camadas. Quando o laminado possui uma laminag¢do qualquer, em outras palavras,
se o laminado possuir pelo menos uma fibra orientada em um angulo diferente de 0° ou 90°,
o laminado é denominado angle-ply. Por exemplo, [30/90/ —45/0] é um laminado angle-ply

com quatro camadas.

2.3 Macro-mecanica de uma lamina

Conforme mencionado anteriormente, a lamina é o elemento bésico para a cons-
trucdo dos compositos laminados. Portanto, o conhecimento do comportamento mecanico da
lamina € essencial para entender o comportamento de estruturas laminadas refor¢adas por fibras.

O comportamento da lamina pode ser visualizado e analisado em diferentes niveis
e em diferentes escalas segundo as abordagens micro e macro-mecanica. A andlise micro-
mecénica estuda as interacdes dos constituintes no nivel microscépico.? Essa abordagem con-
sidera as propriedades diferentes das fibras e da matriz afim de obter as propriedades equiva-
lentes (médias ou efetivas) do composito, bem como estudar os modos de falha de maneira a
determinar critérios de resisténcia para os compésitos. '3 A modelagem micro-mecénica é bas-
tante ampla, utilizando desde conceitos simples como a Leis das Misturas até métodos mais
sofisticados baseados na Teoria da Elasticidade para determinagdo dos médulos de elasticidade
equivalentes.>8
A abordagem macro-mecanica é utilizada para calcular deslocamentos, deformacoes,

esforcos e tensdes de elementos estruturais. Nessa abordagem, a lamina € considerada ho-

(€N

mogénea e ortotrépica no sistema de coordenadas do material (xj,x,x3), onde 0 eixo xj
orientado paralelamente as fibras fazendo uma angulo 6 com o eixo principal x, o eixo xp €
coplanar e transversal as fibras e o eixo x3 € perpendicular a 1amina, como mostra a Figura 3.

Verifica-se experimentalmente que, em condicdes usuais de servico e para cargas
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estdticas de curta duracdo, o comportamento mecanico dos laminados pode ser considerado
como linear-eldstico.® Neste caso, a relacdo tensdo-deformagdo pode ser representada pela lei
de Hooke generalizada.®%2° Devido 2 ortotropia das 1dminas, a relagdo entre deformagdes (€) e

tensdes (6) no sistema do material é dada por: 322

( ) B 7 ( )

€] Si1 Si2 Si3 0 0 0 (o)
& Si2 S22 S 0 0 O o))
€ S13 Sz S 0O 0 O c
3 _ (P13 923 933 3 -~ ¢e&=So (1)
Y23 0 0 0 Su O 0 123
Va1 0 0 0 0 Sss 0] |t
(Y12 i 0 0 0 0 0 S66_ (T12)
onde S é a matriz de flexibilidade (compliance) do material, cujos coeficientes sdo dados por: 822
S L.g o Ya_ Voo o Vi Viso o1
n=pase E E OB Ex E 2T R
(2)
S V32 V23 S 1 g 1 S 1 S 1
B=——=——7.83= 8= 3855 = ;866 = ~—
E; E, E;3 Go3 G3i G2

Os indices aplicados nos coeficientes de flexibilidade devem-se a notacdo €4, €5 €
€ € 04, Os5 € Og (notacdo de Voigt) usada para as deformacdes Y>3, Y31 € Y12 € para as tensdes
T23, T31 € T12 de cisalhamento, respectivamente. As varidveis E, E; e E3 sdao os modulos de
elasticidade nas dire¢des principais, enquanto Vi2, V21, V13, V31, V23, V32 sd0 os coeficientes de
Poisson e G2, G13 € G»3 sdao os modulos de elasticidade ao cisalhamento.

E importante notar que materiais eldsticos ortotrépicos possuem apenas nove cons-
tantes independentes, pois os coeficientes de Poisson (v;;) devem satisfazer a relacdo:
%JE—’] (Lj=123 ¢ i#)) 3)
uma vez que a matriz S € simétrica (S;; = ;).

Como a lamina possui uma espessura pequena, normalmente admite-se que a lamina
estd sob um Estado Plano de Tensdo (63 = To3 = T3; = 0).%87 Logo, a relacdo deformacao-

tensdo dada pela Equacao (1) torna-se:

€] S Si2 0 o]
€ = 512 522 0 (o)) = &1 = SO'] (4)
Y12 0 0 Se] LT12

cujos coeficientes sdo definidos na Equacgao (2).

A inversdo da Equacdo (4) resulta na relacdo tensdo-deformacdo no sistema do ma-
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terial:
o1 On Onp 0 €1
62 0= 1012 O O ) = 01 =0Q¢ (5)
T12 0 0 Qs \Mi2

onde os coeficientes Q;; sdo calculados a partir das propriedades do material da 1amina e sdo
dados por:

E; Vi Ey Vo1 E; E;

—— 0= = ;00 =—"7+
I —Vvi2Vvy I—vi2var  1—=viavy I —Vvi2vy

On = ; 066 = G12 (6)

Observa-se que as equagdes escritas até o momento foram referidas ao sistema do
material (x1, x2, x3). Por outro lado, as equagcdes que regem a solu¢c@o do problema sdo escritas
no sistema de coordenadas global (x, y, 7). Portanto, é necessdrio relacionar as componentes
de tensdo e deformacdo nesses sistemas de coordenadas. A transformacdo de um sistema de

coordenadas para o outro é dado por:

X1 cos® sen® 0| [x
Xy p = |—sen® cos® Oy = Xx;=Ax 7
X3 0 0 1

A transformacao do campo de deslocamento u, u, e u3 é dada por:

U cos® sen® O u
up p = | —sen® cos6 0O y = u; =Au )
us3 0 0 1 w

sendo up, us e uz os deslocamentos segundo as dire¢cdes x1, x2 € x3, € u, v e w os deslocamentos
nas direcdes x, y € z, respectivamente.

A partir das relacdes cinematicas da Teoria da Elasticidade, as componentes de
deformacdes no plano, tanto no sistema de coordenadas global como no sistema do material

sdo dadas por:

o o)
& 0x &1 ox1
v Jdus
€E=4¢8 o= 5 e & =<6 E 9
Yy a_u n @ Y12 % %
(dy  Ox) L dxy  dxp )

A partir das Equagdes (7), (8) e (9), pode-se demonstrar que as deformagdes podem



24

ser transformadas através da relagdo: 40
€ cos20 senZ0 sen0 cos O €
& p = sen @ cos20 —sen0 cosO gy = € =Te (10)
Y12 —2sen®cos® 2sendcos® cos>O—sen’O Yy

Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), pode-se mostrar que a trans-

formacio das tensdes do sistema local para o sistema global é realizada através de:4°
o =T'o (1D

Finalmente, substituindo as Equacdes (5) e (10) na Equacgado (11), tem-se a relacdo

tensdo-deformacao no sistema de coordenadas global:

c=T'QTe = o6=0¢ (12)

onde Q, chamada de matriz de rigidez transformada, é dada por:>®

B 011 On O
Q= |01 On 0Ok (13)
016 02 Oss

Os coeficientes Q; ; podem ser facilmente obtidos realizando o triplo produto matri-

cial T'QT. Tais coeficientes sdo escritos da seguinte forma:

011 = cos*0 0 +2sen’ O cos> O (Q12+2066) + sen*0 0

017 = (Q11 + 022 — 4Q¢6) sen” O cos* 0 + (sen* 8 + cos* ) 012

016 = (Q11 — Q12 —2Q¢6) 5en O cos® 8+ (012 — 02 +2Q¢6) sen’ O cos O
0,y =sen*0011 42 (012 +20¢s) sen’ 0 cos> 0 + cos* 6 02y

026 = (011 — Q12 —2Q66) sen 8 cos 8 + (Q12 — 022 +2Q¢6) senHcos”
Qs = (Q11 + 022 — 2012 — 2046) sen” O cos® 8 + (sen* 8+ cos* 8) Oge

(14)

2.4 Teoria Classica de Laminacao

A Teoria Classica de Laminacdo (TCL) ou Teoria Classica de Placas Laminadas
(TCPL) € uma extensdo para compositos laminados da teoria de placas delgadas com material
homogéneo de Kirchhoff. A TCL, a Teoria de Primeira Ordem de Laminacdo (ou Teoria das
Deformagdes de Cisalhamento de Primeira Ordem), dentre outras teorias, sdo derivadas da Te-
oria da Elasticidade tridimensional, onde hipdteses simplificadoras sdo feitas no que tange as

relacdes cinematicas de deformagio ou estados de tensdes ao longo da espessura do laminado.°
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A partir dessas simplificagdes, o problema tridimensional passa a ser tratado como bidimensio-
nal.

A hipodtese bésica para esta teoria é que uma linha reta e perpendicular a superficie
média da placa permanece reta e perpendicular a superficie média da placa apds a deformacgao
e ndo apresenta deformacdo na direcdo do seu eixo (inextensivel), como ilustra a Figura 5. A
partir desta hipétese, conclui-se que o deslocamento transversal € independente da coordenada

transversal z e as deformagdes €;, Yy, € Yy, sdo nulas.

Figura 5 — Indeformada e deformada de uma faixa de uma placa (hipétese de Kirchoff).

W

P(i

SO CON I

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.4.1 Relagoes entre deslocamentos e deformacdes

Considera-se uma placa de espessura total 47 composta por n laminas ortotrépicas
com as coordenadas principais do material (x¥, x%, x’3‘ ) de uma lamina genérica k orientada a um
angulo 6 em relacdo a coordenada x do laminado, como mostrado na Figura 6. A 1amina k é
localizada entre dois pontos z = zx € z = zx+ ha dire¢do da espessura.

Devido a hipdtese de pequenos deslocamentos e pequenas deformacdes, 0 campo

de deslocamento para qualquer ponto P da placa é dado por:

ux(xayaz) = M()(X,y) +Zey
uy(x,,2) = vo(x,y) — 26y (15)

uz(X,y,Z> = WO(-X’y)

onde ugp, vo € wg sdo os deslocamentos do ponto Py da superficie média da placa nas dire¢des x,
Yy € z, respectivamente, € 0y e 0, sdo as rotagdes das retas normais segundo os eixos coordenados
x ey, respectivamente. De acordo com a hipétese de Kirchhoff, tem-se que:

aW() aW()

g, =0 o g =20
dy © % ox

(16)
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Figura 6 — Placa laminada.

z U = Zps1 - Zg

h/2 ) @ K i 1 . Zn+1

Y Z, |k

Ks ) X
h/2 <g 5 23 2,

Fonte: Adaptado de Reddy.’

onde as rotacdes serdo positivas quando os vetores que as representam apontarem para o sentido
positivo dos eixos (regra da mao direita).

A partir das relacdes cinemdticas da Teoria da Elasticidade, t€ém-se as deformacdes
em qualquer ponto da placa:

([ Ouy ) ( Odup ) (9w )
8 & o T
* auy aV() aZW()
€E=4q¢8 o= a_y = a_y 429 —a—zy > (17)
Yy duy  duy dug vy %wo
| dy  Ox ) ( dy  Ox | \_ dxdy |

Pode-se verificar que as deformacdes sdo compostas de duas parcelas. A primeira
parcela corresponde as componentes de membrana (deformacdes da superficie média do lami-

nado), e a segunda parcela corresponde as deformacdes de flexdo. A Equacdo (17) pode ser
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escrita, simbolicamente, na forma compacta:
€=¢,+zK (18)
onde &, sdo as deformacdes de membrana e K, as curvaturas da superficie média da placa.

2.4.2 Relagoes entre esforcos e deformacoes

No caso de placas € mais conveniente trabalhar com os esforcos por unidade de
comprimento do que utilizar diretamente as tensdes. Utilizando-se a Equacao (12), as tensdes

em um lamina genérica k podem ser escritas como:
—~k
" =Q'¢" (19)

A partir das Equacdes (18) e (19), as for¢cas e momentos resultantes por unidade
de comprimento (tensdes generalizadas) sdo obtidos por integracdo das tensdes ao longo da

espessura do laminado. Assim,

Sk -
Nx w2 | O n |91 Qi Qi . (& Ky
N=qN = / n2 oy pdz=Y, [0y On O g o +2g Xy dz
- k=1 |~ - - Zk+1
Nyy Txy 031 O3 033 Yy Ky ]
Lk
M, w2 | O . 191 Q2 Qi3 . Ex Ky
M= My = /h/2 Oy zdz = Z @21 @22 623 / 74 & +Z2 Ky dz
- =1 |= = = 2t 1
My Txy 031 03 033 ' Yy Ky

(20)

Vale ressaltar que embora as componentes das deformacdes sejam continuas ao
longo da espessura (Equacdo 18), as componentes de tensdo podem nao ser continuas entre
as laminas. Isto ocorre porque as deformagdes dependem apenas das relacdes cinemadticas
(Equagdo 17), enquanto as componentes de tensio dependem da matriz Q que pode variar
de uma ldmina para outra. Na Figura 7, ilustra-se uma variacao hipotética da deformacdo e da
tensdo ao longo da espessura do laminado.

A realizagado das integracdes da Equacao (20) conduz a:

3\ B T ( 3

Al A A B Bz Big €
Ay A Ay Bii Bxn By €y
_ Al Aze Aes Bis Bas Bes| ) Yxy 21
Bi1 B2 Bis D11 D2 Dig| | K«
B2 By Bys D11 D Dag| | Ky

Bis By Bes Dis Dz Dec| | Ky

\ L 4 X\

SEERFEZF
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Figura 7 — Variagao de deformacio e tensio ao longo da espessura do laminado.

z

A

e aVa VY VA

4
2 >
1 [
Laminado Dlstrlbulga(N) de Dlstrlbulf;ﬁo de
deformagao tensdao
Fonte: Elaborado pelo autor.
onde
A" AN
Alj - Z Qlj (Zk+l _Zk) - Z - Qljtk
k=1 k=1
—k
n Q i (Z2 o Z2) n
ij \*k+1 k —k  _
Bij=Y) =5 = L Q% (22)
k=1 k=1
—k
" 04 (3, —2) (P
k+1 7 %k k[ 'k 2
Dij =}, =2 0ij| 15+
k=1 3 k=1 12

Nesta equacdo, o parametro #; representa a espessura da lamina k e 7; representa a distancia do
centro da lamina k ao centro do laminado (Figura 6).

A Equacdo (21) também pode ser escrita na forma compacta:

N A B e
= "L = o6=Ce (23)
M B D| |k
onde G e € correspondem as tensdes generalizadas (esfor¢os internos) e as deformagdes genera-
lizadas do laminado, respectivamente. A sub-matriz A representa a rigidez de membrana, a sub-
matriz D representa a rigidez a flexdo e a sub-matriz B representa o acoplamento membrana-

flexao.

2.4.3 Influéncia do esquema de laminagdo

As Equagoes (21) a (23) mostram que, para um laminado em geral, todos os ter-
mos da matriz C que relacionam os esfor¢cos e deformagcdes podem ser ndao nulos. Portanto,

diversos acoplamentos entre esfor¢os e deformacgdes podem ocorrer. Entretanto, alguns desses
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acoplamentos sdo indesejaveis. Por exemplo, um elemento estrutural laminado que apresenta
desacoplamento entre membrana e flexdo tende a nao torcer ou fletir com a variagio térmica
presente no processo de fabricacao (diferenca entre a temperatura de cura e a temperatura de
utilizacdo). 9

A seguir, discute-se como alteracdes feitas no esquema de lamina¢@o influenciam
no comportamento mecanico da placa laminada. A €nfase é posta em laminados cujas carac-
teristicas sao semelhantes as laminagdes utilizadas no decorrer deste trabalho. Daniel e Ishai,?
Jones,® Reddy® e Mendonga?® apresentam estudos mais detalhados sobre casos especiais de

laminados e sua influéncia na matriz C.

2.4.3.1 Laminados simétricos

O laminado é simétrico quando apresenta esquema de lamina¢do, materiais € es-
pessura de camadas simétricas em relacdo a superficie média. Por exemplo, a laminagdo
[45/90/0/0/90/45] representa um laminado angle-ply simétrico. Do mesmo modo, uma la-
minado com nimero impar de camadas pode ser simétrico, por exemplo [90/0/90/0/90], no
qual a superficie média divide a camada do meio em duas. Uma consequéncia dessa simetria €
a auséncia de acoplamento membrana-flexao, que resulta de B nulo. Para esse tipo de laminado,

a Equacdo (21) torna-se:

’

\

Ny Ay Ap A 0O 0 O €
Ny App Axp Ay O 0 0 €y
Ny \ _ |A16 A2 Aes 0 0 0 Yy 24)
M, 0 0 O D1 D Dig| | X
My 0 0 0 Dy Dy D26 Ky
kMxy) i 0 0 0 D1 Dy D66_ \ny)

Isso ocorre porque para cada valor de Z positivo no somatério da Equagdo (22)

existe um valor negativo correspondente. As tensdes generalizadas para um laminado simétrico,
em geral, t¢ém a mesma forma que placas ortotrépicas com apenas uma tnica lamina.® Para
certos casos especiais de laminados simétricos, a Equacao (24) pode assumir uma forma mais

simplificada. Por exemplo, para um laminado simétrico cross-ply, os termos A1, Azg, D16 €

D»¢ sdo nulos. Portanto, a Equacao (24) torna-se:

( ) B

/

8,9

Ny Al A O 0 0 0 €x
Ny A Axn 0 0 0 0 €y
Nol_|0 0 A6 0 0 0|y )
M, 0 0 0O Dy Dip O Kx
My 0 0 0 D]] D22 0 Ky
KMxy) L O 0 () O O D66_ \ny}
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2.4.3.2 Laminados antissimétricos

A simetria de um laminado € frequentemente desejdvel para evitar o acoplamento
entre flexdo e membrana. Entretanto, hd muitas aplicacdes que necessitam de um laminado
antissimétrico para atender requisitos de projeto. Por exemplo, algumas formas de acoplamento
sdo necessdrias para fazer as hélices de uma turbina torcerem sem usar moldes complexos.®

O laminado ¢ dito antissimétrico quando apresenta esquema de laminacdo antis-
simétrico, mas os materiais e espessura sdo simétricos em relagdo ao seu plano médio.” La-
minados com estas caracteristicas possuem os termos Aig, Azg, Dig € Dag nulos, indicando
auséncia de acoplamento cisalhamento-extensio e flexdo-tor¢io.” Os laminados antissimétricos
tém sempre um nimero par de camadas, por exemplo, [—25/35/0/ —65/65/0/ —35/25]. Neste

caso, para um laminado antissimétrico geral, a Equacao (21) torna-se:

(N, ) (A1 Az O By Bi Big| &)
Ny App An 0 By Bxn By gy
Noy | |0 0 As Bis B Bes| ) Yoy 26)
M; Biy Bi2 Big Dii D2 O Ky
M, By By By D1y Dxp 0 Ky
(Myy ) |Bis Bx Bes O 0 Des| | %y

A antissimetria para laminados angle-ply com alternincia das orientacdes, por exem-

plo, a laminagdo [—45/40/ — 15/15/ — 40/45], leva a Equagéo (21) assumir a forma:

Ny (Al A, 0 0 0 B [&)

Ny Ap Ay»p O 0 0  Byg €y

Ny _| 0 0 As Bisc Bx 0 Yy 27)
M; 0 0 By D1 Dip O Ky

My 0 0 326 Dy Dy 0 Ky

Mxy _Bl6 B¢ 0 0 0 D66_ L Kyy J

uma vez que os termos Aig, Azg, D16, D26, B11, B22, € Bgg sao nulos. Reddy9 afirma que para
laminados angle-ply com espessura fixa, quando o nimero de laminas aumenta, os termos Big
e Byg da equacgdo acima podem ser desprezados, pois eles tenderdo a zero.

Quando os laminados antissimétricos sdo cross-ply, por exemplo, [90/0/90/0/90/0],
os termos B2, Big, Bys € Beg sdo nulos, mas ainda havera o efeito de acoplamento membrana-

flexdo, pois os termos By e By ndo sdo nulos e By, = —Bjy;. Neste caso, a Equacdo (21)
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fica:

( \ - T )
Ny Ay A 0 B O 0 €y
Ny Al Ax 0 0O —-B;; O €y
Nyy _ 0 0 A¢ O 0 0 Yy 28)
M, By O 0O Dy Dy O Ky
M, 0 —Byy 0 Dy Dp 0 Ky

L Mxy ) i 0 0 0 0 0 D66_ Kxy )

A laminacdo anterior apresenta uma caracteristica intrinseca. Para um laminado
cuja espessura € fixa, quando se aumenta o nimero de ladminas o termo By tende a zero. Por-
tanto, o efeito do acoplamento diminui, permitindo que os efeitos de membrana e flexdo sejam
desacoplados.

Se o esquema de laminacao nao for simétrico nem antissimétrico, o laminado € dito
assimétrico, por exemplo [15/ —45/30/ —60/0/ —25/90].

2.4.3.3 Laminados balanceados

Os laminados sdo ditos balanceados quando para cada lamina existe outra lamina
com mesmo material e espessura, mas com orientacio oposta. Segundo Reddy,® os pares de
camadas ndo precisam estar simetricamente distribuidos em relagdo a superficie média. A ca-
racteristica principal de qualquer laminado balanceado € que os termos Ajs € Az s@o nulos,
devido aos termos Q¢ € Oy da Equacio (14) terem os sinais opostos. Para este tipo de lami-

nado, a Equacgdo (21) conduz a:

( ) B T ( )

Air Az 0 By Bz Big €
Aip A 0 By Bxn By €y
_ |0 0 A Bis B Beo| ) Yay (29)
Bi1 B2 Bis D11 D2 Dig| | K
Bz By Bys D11 D Dy Ky

) |Bis B Bes Dis Dz Des| | Kxy)

A definicdo de laminados balanceados néo parece uninime. Segundo Jones,® lami-

nados balanceados necessariamente sdo simétricos. Neste caso, a Equacdo (21) fica:

( ) -A11 A 0 0 0 0 Ex\
Alp Ax 0 0 0 0 &y

|0 0 As 0 0 0| fy 30)
0 0 O D1y D Dig| | %
0 0 0 Dy Dxp D¢ Ky
0 0

0  Dis Dz Des|

Ky J
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3 TEORIAS DE VIGAS LAMINADAS DE PAREDE FINA

As relacdes constitutivas de viga laminada de parede fina empregadas nos elemen-
tos finitos desenvolvidos nesta dissertacio sio apresentadas neste capitulo. E importante desta-
car que a eficicia da aplicacdo desses elementos finitos de pdrticos espaciais depende de uma
avaliacdo cuidadosa dessa relacdo. Contudo, a determinacao de tal relacdo constitutiva € uma
tarefa dificil, devido ao esquema de laminacgdo e a geometria da sec¢do.
Considerando-se laminacdes e uma geometria da secdo transversal quaisquer, e des-
prezando os efeitos da deformacdo devido ao cisalhamento transversal e do empenamento, a
relacdo constitutiva da viga laminada de parede fina pode ser escrita na forma:3!
Cii Ci2 Ci3 Cua| | &

_ Gy Cn Gz G| ) Ky ~ 6, =Ce, G1)
G G G Gas| | %
Cyi Cpp Cy3 Caq| | B

SExz

onde N, € a for¢ca normal, M, e M, sdo os momentos fletores segundo os eixos y e z, T € 0
torque (momento torgor), €, € a deformagao axial na dire¢do x, Ky € K, sdo as curvaturas de viga
segundo os eixos y e z, B € a taxa de varia¢do do angulo de tor¢ao (Figura 8), C, é a matriz

constitutiva da viga, cujos coeficientes representam as rigidezes seccionais da viga.

Figura 8 — Esforcos de viga e sistema de coordenada global.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

E interessante observar que, para uma viga de material isotropico e com dupla si-

metria, as relacdes da Equacao (31) baseadas nas teorias de Euler-Bernoulli-Navier e St. Venant
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sdo desacopladas (i.e. C1; = EA, Cyp = EI, C33 = EI, C44 = GJ e demais termos nulos):

N, EA 0 0 0] (e

M| |0 EL 0 0f[x 32
M, 0 0 EL 0] ]«

T 0 0 0 GJ||B

Diversas abordagens sdo encontradas na literatura para obter e aumentar a fidelidade
(proximidade com a realidade) da ’cldssica” ou ”padrao” matriz C, dada na Equacao (31). Dois
exemplos importantes desse refinamento sdo as teorias de Timoshenko e Vlasov.*! Essa é de
suma importancia para vigas com se¢o transversal aberta e a matriz C, torna-se 5x5.4>%3 J4
aquela possui uma matriz C, 6x6.** Se ambos os refinamentos sio consideradas, a matriz C,
torna-se 7x7.% Encontram-se na literatura matrizes 8x84%47 ¢ 9x94%:49 para avaliacio de vigas
caixao e perfis de secdo aberta.

E importante salientar que, quanto maior é o refinamento da teoria (abordagem)
para obter C, maiores sdo as dificuldades de formulacdo e de representacdo das condicoes de
contorno do problema.*! Além do maior custo computacional, devido ao aumento do niimero
de graus de liberdade.

Para analisar vigas laminadas de secdo retangular, abordagens baseadas nas hip6-
teses de Estado Plano de Tensdes, Estado Plano de Deformacdes e Arranjo de Laminas sdo
encontradas na literatura.”® Essa ultima abordagem despreza totalmente a integracio entre as
laminas, como se cada lamina pudesse se deformar de maneira independente das demais.>°
Reddy® e Mendonga?® tratam de vigas laminadas de se¢do retangular com uma abordagem
mais simples, uma vez que estas vigas correspondem basicamente a placas muito longas em
uma direcao.

A forma cléssica para analisar vigas de secdo nao retangular € através da utilizagcdo
de modulos de elasticidade equivalentes determinados pela TCL, sendo essa abordagem conhe-
cida como homogeneizacdo. O objetivo da homogeneizacao € determinar um material ficticio
que apresente as mesmas caracteristicas equivalentes as do material heterogéneo utilizado na
fabricag¢do de determinado elemento estrutural. Assim, a homogeneizacdo envolve a ideia de
média, ja que as propriedades de um material heterogéneo podem variar de ponto a ponto.
Neste caso, a Equacdo (31) é semelhante a de uma viga isotrépica e homogénea, uma vez que
utilizam-se as propriedades seccionais cldssicas (i.e. EA, El,, EI, El,;, GJ). Esse método €
simples, mas nem sempre leva a resultados aceitiveis. Cardoso ef al.>' e Cardoso e Valido>?
utilizaram tal técnica para otimizar vigas laminadas de parede fina.

Vo e Lee* propuseram uma metodologia para anélise ndo linear geométrica de
vigas laminadas de parede fina de secdo aberta, com a matriz constitutiva 6x6 que considerava
o efeito do cisalhamento. Variando o esquema de laminacdo, eles analisaram perfis [ e Z e

compararam com resultados de elementos finitos e da literatura e obtiveram 6tima concordancia
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entre os resultados.

Lee e Lee* propuseram um modelo baseado numa matriz constitutiva 5x5, que
considerava o efeito do empenamento, para analisar perfis I laminados simétricos e assimétricos
submetidos a tor¢cdo e a cargas transversais. Esse modelo € baseado na TCL e considera o
acoplamento flexdo-torcao. Modelos de elementos finitos de casca foram desenvolvidos para
verificar a acurdcia de tal modelo. Lee e Lee*? variaram o esquema de laminagéo, condicdes de
contorno e condicdes de carregamento, obtendo 6tima concordancia entre 0 modelo proposto e
os modelos de elementos finitos desenvolvidos. Baseado no modelo de Lee e Lee,** Vo e Lee*?
expandiram tal metodologia para o caso de vigas caixao.

Sheikh e Thomsen* propuseram um elemento finito para analisar vigas lamina-
das de parede fina de se¢des transversais abertas e fechadas baseado numa matriz constitutiva
7x7, uma vez que os efeitos da deformacgao de cisalhamento e do empenamento sdo conside-
rados. Eles analisaram vigas caixado, perfis I e C. Os resultados obtidos apresentaram 6tima
concordancia quando comparados com resultados experimentais, solu¢gdes analiticas e elemen-
tos finitos de casca.

Salim e Davalos*® expandiram a teoria de Vlasov para analisar vigas laminadas de
parede fina de secdo aberta e fechada. Os efeitos da deformacao de cisalhamento, empenamento,
bem como todos os possiveis acoplamentos entre esfor¢cos e deformacdes foram considerados.
Neste caso, a matriz C, é 9x9. Eles analisaram vigas caixdo submetidas a tor¢do pura e com-
pararam com modelos de elementos finitos, micro € macro-mecanica e experimentais, obtendo
6tima concordancia com todos os modelos.

Kim ef al.”? também utilizaram a teoria de Vlasov para desenvolver uma metodo-
logia de andlise de vigas laminadas de parede fina. Eles consideraram apenas secOes abertas
sujeitas a tor¢do. Para verificar sua metodologia de andlise, Kim ef al.”3 compararam as res-
postas obtidas com perfis I e C com a resposta obtida através de modelos de elementos finitos
de casca e solugdes analiticas.

Pluzsik e Kollar>* propuseram uma metodologia de anélise para tratar vigas de pa-
rede fina de secdo fechada e ortotrépica. O efeito da deformacdo devido ao cisalhamento é
considerado no tratamento ao empenamento restringido, que pode superestimar a rigidez de
empenamento caso tal efeito ndo seja considerado. Os autores simularam vigas caixdo bia-
poiadas submetidas a um torque senoidal. Otima concordéncia foi obtida com resultados de
elementos finitos.

Cesnik e Hodges>> apresentaram um modelo de elemento finito bidimensional, que
resultou no software VABS (Variational Asymptotical Beam Sectional Analysis), para deter-
minar as propriedades seccionais de vigas laminadas. Essa abordagem € baseada no método
denominado VAM (Variational Asymptotic Method).>® Esse método divide o modelo tridimen-
sional em dois modelos: um bidimensional na secao transversal e outro de viga ao longo do
comprimento.

No intuito de avaliar a influéncia de diversos efeitos sobre o problema, principal-
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mente os efeitos da deformagio devido ao cisalhamento e do empenamento, Volovoi et al.*!

analisaram diversas teorias de vigas laminadas de parede fina. Segundo Volovoi ef al.,*! em
muitos casos praticos, uma matriz C, 4x4 bem formulada conduz a bons resultados, princi-
palmente, para vigas de secdo fechada. Utilizando uma teoria mais refinada para esse tipo de
problema, o ganho é pequeno. Volovoi et al.*! também afirmam que os efeitos da deformagio
de cisalhamento, bem como do empenamento nao sao importantes para vigas de se¢ao fechada.
Contudo, tais efeitos tornam-se importantes quando o comprimento dessas vigas € pequeno em
relacdo as dimensdes caracteristicas da secdo. No que tange ao empenamento, o seu efeito é
imprescindivel para vigas de secdo transversal aberta, mas ndo ¢ importante para as de se¢ao
fechada. Assim como Volovoi et al.,*! Pluzsik e Kollar’ concluiram o mesmo por meio de
modelos de elementos finitos de casca.

Pode-se observar que ha uma gama bastante grande de metodologias/teorias para
tratar vigas laminadas de parede fina, considerando se¢des abertas e/ou fechadas. Algumas me-
todologias consideram a influéncia da deformacao de cisalhamento e do empenamento. Assim,
considerando-se as conclusdes de Volovoi et al.*! e Pluzsik e Kollar>’ e o foco deste trabalho
em secoes fechadas, utilizam-se trés abordagens para analisar vigas laminadas de parede fina:
M¢étodo da Homogeneizagﬁo;29 teoria de Massa e Barbero;3? teoria de Kollar e Pluzsik.3!

Inicialmente, apresenta-se a técnica de homogeneizacido conhecida como Método
da Flexibilidade do Material.”> Em seguida, apresenta-se a teoria de Massa e Barbero>C e, por
fim, a de Kollar e Pluzsik.3! Esta considera todos os possiveis acoplamentos entre esfor¢os e
deformacgdes, ja aquela apresenta um desacoplamento estre esfor¢cos e deformacdes. A teoria de
Massa e Barbero?? é modificada para melhorar, mesmo que de forma indireta, a representacdo
dos possiveis acoplamentos nos segmentos que compdem a se¢do transversal da viga na cha-
mada matriz de rigidez reduzida, conforme serd visto posteriormente. Neste capitulo, os concei-
tos bésicos de tais abordagens sdo apresentados e particularizados para o caso de vigas tubulares

de secado circular.

3.1 Homogeneizacao

Nesta abordagem, cada segmento da secdo transversal da viga é modelado como
uma placa laminada (Figura 9). A rigidez da viga é computada pela contribui¢do da rigidez de
cada segmento. A rigidez de cada segmento € obtida pelo produto das propriedades elasticas (E
e G) com as propriedades geométricas.

As propriedades eldsticas de cada segmento sdo obtidas através de técnicas de
homogeneizagdo. H4 dois métodos cldssicos de homogeneizagdo de laminados bastante utiliza-
dos: Método da Rigidez do Material (MRM) e Método da Flexibilidade do Material (MFM). O
primeiro método parte da matriz de rigidez do laminado C (Equag@o 23) com os termos B;; nu-
los, por este motivo, tal método € conhecido como Método da Rigidez do Material. O segundo

método parte da matriz de flexibilidade do laminado (inversa da matrix C com todos os acopla-
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Figura 9 — Secdo transversal qualquer.

Fonte: Elaborado pelo autor.

mentos possiveis), por tal motivo, esse método € conhecido como Método da Flexibilidade do
Material. O MFM € mais adequado para laminados nao-simétricos ou nao-ortotropicos do que
MRM, uma vez que o MFM considera parcialmente os efeitos dos acoplamentos no processo
de inversdo da matriz C.%° Assim, nesta dissertacdo, considera-se apenas o MFM.

A matriz de flexibilidade do laminado é definida como a matriz que transforma as

deformacgdes em esfor¢os. Invertendo-se a Equacdo (23), tem-se que:

e=C'c = {ez}: [; g {;} (33)

Portanto, a matriz de flexibilidade (C~') é a inversa da matriz de rigidez (C) do laminado.

A homogeneizacio pelo MFM consiste em igualar a matriz de flexibilidade de uma
placa laminada com a matriz de flexibilidade de uma placa de material ortotropico de mesma

espessura A cujas dire¢des principais estdo alinhadas com os eixos globais (i.e. 6 = (0°). Assim,

_ _ 0 a B
C 1 :Cl a()rl‘() _ 34
R i B 3

As propriedades de membrana e flexao podem entdo ser calculadas a partir das igualdades:

Oporro =0 € 8orto =9 (35)
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Pode-se verificar que a Equacdo (34) despreza o acoplamento membrana-flexdo ( = 0). Con-
tudo, no processo de inversdo da matriz C, a matriz de flexibilidade C~! capta tal efeito (B # 0)
de forma indireta.

No caso das propriedades de membrana (extensao), tem-se:

Siu Sz 0 o] o2 Oge
A Stz S22 0| =02 O O (36)
0 0 Ses Qg O Olgs

A partir das Equacgdes (2) e (4) obtém-se um sistema de 4 equagdes e 4 incognitas cuja solugdo

¢ dada por:
S11 = hoy = ! = E'"= !
11 = hnolq1 = E. * = han
-V o
512 = /’l0612 = v = VZ; = £
Ey o1 37
S0 = holpy = : = E'"= ! G0
22 = hOlp2 = E, Y = ham
Se6 = hOlgg = ! = GI= !
66 — 66 — ny xy - ]’la66

O sobrescrito m indica que a propriedade € obtida através da relacdo de membrana.

Para o comportamento de flexao, o procedimento € andlogo. Assim,

1 Si1 Sz 0 d11 O12 di6
3 Si2 S» 0| =181 0 0% (38)
0 0 Ses d16 026 O
entao
h 1 12
Sii=—8 =— = E/=
="M= F X 38,
h3 Vy 612
Sp=-"8p=—= = vl ==
12 E, IO TP (39)
S h36 _ 1 - Ef= 12
2=150= : 7 = o
h 1 12
See = — O = = GL=—"
T 12" G, W 13866

O sobrescrito f indica que a propriedade é obtida através das relagdes de flexao.
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Desta forma, as rigidezes seccionais da viga laminada sdo computadas através de:!

N
EA=Y E!A
i=1
I\
I, = ZEQ}IZ,
i=1
o (40)
Iy = ZE)?:I%

sendo N o numero total de segmentos, A; a drea do segmento, I; € I, os momentos de inércia
do segmento segundo os €ixos z e y, respectivamente, € /,; 0 produto de inércia do segmento.

A rigidez a tor¢do para segOes transversais abertas e fechadas sao, respectivamente,

dadas por:>!
GJ = Z{ Wi Ji= =3
1=
N 2 41)
_ 4Q (
GJ = ,; ——
Gt

onde Q € a drea fechada definida pela superficie média da sec@o transversal e § ds representa a

integral ao longo do contorno da secao.

3.1.1 Particularizacdo para secdo circular

Neste tipo de abordagem, a particularizac@o para secdo circular é bastante simples.

A partir das Equacdes (40) e (41), as rigidezes para o tubo podem ser escritas como:

EA=E'n(R; — R})

El, =EI. = E}' g (R; —R}) 42)
_ T

GI=E3 (RI—RY)

3.2 Teoria de Massa e Barbero

Massa e Barbero3? e Barbero’8 desenvolveram um metodologia, baseada na Re-
sisténcia dos Materiais, para analisar vigas laminadas de parede fina com secdo transversal
fechada e aberta. Tal metodologia resulta em bons resultados para laminados simétricos e balan-

ceados e os efeitos do cisalhamento e do empenamento sdo considerados. No presente trabalho,
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apenas secoes fechadas sao tratadas e os efeitos do cisalhamento transversal e empenamento
sdo desprezados.

Como no MFM, a principal vantagem dessa teoria reside no fato de poder analisar
vigas laminadas de parede fina como vigas de materiais homogéneos e isotropicos. Isto permite
o uso de programas de andlise existentes sem modificagdes. As propriedades geométricas uti-
lizadas nas teorias cldssicas de viga, tais como area, momento de inércia, centro de gravidade,
dentre outras propriedades geométricas, deixam de ser vélidas, pois as propriedades do material

podem variar de ldmina para ldmina.30-8

Portanto, no cdlculo da rigidez da secao transversal
nao & possivel separar as propriedades elésticas (E e G) das propriedades geométricas. Por esta
razdo, é necessdrio trabalhar com as propriedades equivalentes (EA, EI,, ET., El, e GJ) que
incorporam as informagdes geométricas e dos materiais. Assim, a relagao entre os esforgos de

viga e suas respectivas deformagdes pode ser escrita como:

Ny EA 0 0 0] [
My |0 EL EIL; 0] ]% 43)
M, 0 EI, EI. 0 K,

T 0 0 0 GJ||B

onde N, € a forca normal, M, e M, sdo os momentos fletores segundo os eixos y e z, T € o
torque (momento torgor), €, € a deformagao axial na dire¢éo x, K, € K, sdo as curvaturas de viga
segundo os eixos y e z, respectivamente, 3 é a taxa de variacdo do angulo de tor¢ao (Figura 8),
EA é arigidez axial, EI, e EI, sdo as rigidezes 2 flexdo segundo os €ixos y € z, respectivamente,
El, é o produto de inércia mecanico e GJ é arigidez a torgdo.

Nesta secdo, apresenta-se a metodologia de andlise de vigas laminadas de parede
fina proposta por Massa e Barbero. 3 Inicialmente, apresentam-se os conceitos gerais basicos da
metodologia, dando-se énfase para o célculo das propriedades equivalentes. Uma modifica¢ao
de tal metodologia € realizada, aqui denominada de Processo Acoplado, como uma tentativa
para melhorar a representagdo dos acoplamentos. Posteriormente, tal metodologia € aplicada

para o caso de vigas tubulares de secdo circular.

3.2.1 Secao transversal

A secdo transversal € definida pela linha que passa pelo contorno da superficie
média de cada segmento laminado. Os segmentos laminados utilizados para representar a se¢ao
transversal podem ser retos, curvos ou areas concentradas. No caso de segmentos curvos, esses
sdo discretizados em pequenos segmentos retos. Cada segmento laminado é modelado com as
equagoes constitutivas da TCL, ou seja, considera-se uma distribuicao linear das deformacodes
normais e de cisalhamento ao longo da espessura da parede da viga.

Na Figura 10, ilustra-se uma secao transversal do tipo caixdo. Os nimeros inscri-

tos em circulos definem a numeragdo dos segmentos, enquanto os demais nimeros definem a
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numeracdo dos nés. A defini¢do de cada segmento € feita em termos dos nds inicial »; e final
nyr, que podem ser numerados arbitrariamente. Para uma se¢io fechada, os segmentos e os nos
sdo numerados consecutivamente, ou seja, o nd final do dltimo segmento coincide com o n6

inicial do primeiro segmento.

Figura 10 — Sistema de coordenadas locais (s e ) e numeragdo dos nés e dos segmentos.

Al

AZ

©

Y

v<

A=

O

Fonte: Elaborado pelo autor.

Cada segmento tem o seu sistema local de coordenadas. O eixo s € orientado no
sentido do n6 n; para o né ny (Figura 10). Os outros dois eixos locais sdo o €ixo x, que €
paralelo ao eixo global x (Figura 8), e o eixo r, cuja definicdo € dada pelo produto vetorial
r =xxs. E importante ressaltar que a definicio do eixo r é de suma importincia, pois ele
define a direcao do empilhamento das laminas.

As integrais para determinacdo das propriedades equivalentes sdo avaliadas seg-
mento por segmento, contabilizando a contribui¢do de todos eles. A ordem em que os segmen-
tos sdo definidos e as orientagdes das coordenadas locais s em cada segmento deve permitir a

correta integracao no contorno da secdo transversal.

3.2.2 Rigidez reduzida

Cada segmento i da secdo transversal € modelado inicialmente como uma placa fina
usando a equacdo de flexibilidade de uma placa laminada. Negligenciando-se as deformacoes

de cisalhamento transversal e substituindo-se a direcao y por s, a inversdao da Equacdo (21)
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resulta:
C N T T (i)
€l oarp o o P Pz Bis| | Ny
el o2 O Oz Poi B2 Pas| | M
%’;; _ s 026 Ges Bor Bex Pos N};‘? . JEm| _ o Bl JN (a4)
Ky Bir B2t Ber 811 812 O16| | M, K B 8| |M
K Bz B Be 812 8n 8| | M.
(ki) |Bis B Bes Si6 OS2 Oes| (M)

onde N e N sdo forcas normais, N., é a for¢a cisalhante no plano xs, M. e M. sdao os mo-
mentos fletores, M., € o momento torcor. A Figura 11 ilustra tais esfor¢os para um laminado
de um segmento i qualquer. Ressalta-se que todos os esforcos supracitados sao por unidade de

comprimento.

Figura 11 — Esforcos resultantes por unidade de comprimento.
r / N,
s,

1
x / P :
/i

Ny

Fonte: Elaborado pelo autor

O sobrescrito ()" e o subscrito ( ); sdo usados ndo apenas para indicar o nimero do
MM M €l

segmento, mas também para diferenciar as grandezas de placa Ny, N{, N} (o

x57
’Y§cs’ Ki, Ki e Kfcs das grandezas de viga Ny, My, M, T, €., dentre outras que surgirem ao longo
da dissertacao.

Salienta-se que, embora a sub-matriz B definida na Equacdo (23) seja simétrica
(B' = B), a sub-matriz B nfo necessariamente é simétrica (B' = B), ao contrario do que € dito
por Massa e Barbero. 3
Para vigas de parede fina é valido assumir que N = 0 e M! = 0.3%® Portanto,

retendo e rearranjando apenas os esforcos e deformacdes de interesse para o problema de viga,



a Equacdo (44) torna-se:

el o B
il (B 8
Yas e Be1
K Bis di6

A6

Be1
Qg6

Bes
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Bis| | M
S M
16 : (45)
Bes | | Vi
866 | | ML,

Neste momento, Massa e Barbero” e Barbero>® assumem o desacoplamento entre

as deformagdes de membrana e de cisalhamento (oijg = 0, B1g = 0, Ps1 = 0, d = 0). Desta

forma, tem-se:

Si o1 Bll 0 0 Nfc

K)’; _ Bl 1 611 O 0 M )lc 46)
Yas 0 0 o Bos| | Ny

K)lcs 0 0 866 866 M)lcs

A inversdo da Equacdo (46) resulta na matriz de rigidez reduzida:

Ni AL B 0 0 el

M B. DL 0 0 Kl “
N[ |0 0 EcL| |

M, 0 0 G Hy| |y

As ultimas manipulagdes matriciais para chegar a Equacao (47) sao definidas como
Processo Desacoplado.>® Contudo, o desacoplamento mostrado na Equagio (46) s6 ocorre para
laminados com esquema de laminacdo cross-ply e angle-ply com grande niimero de cama-
das. Portanto, para capturar os efeitos do acoplamento normal-cisalhamento quando existentes,
mesmo que de forma indireta, propde-se aqui a consideracdo de todos os termos na inversao da

Equacdo (45), de acordo com Moror6 et al.”’

, sendo os termos de acoplamento somente des-
prezados apOs esta operacdo. Essa segunda abordagem de inversdao da Equacdo (45) € definida

como Processo Acoplado.”® Assim, a inversio da Equacdo (45) resulta em:

Ni Al By Ais Big| [ €
| |0 D D) "
Ny Al Be1 Ace Bos | | Yas
ML Bis Dis Bes Des| |l

Agora, negligenciando o acoplamento entre os efeitos normais e de cisalhamento (A1 = B1g =
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Bg1 = D16 = 0), a rigidez reduzida pode ser escrita na forma:

N! AL BL 0 0 el
Mi| |BL D 0 0 k! 49)
N)I;S O O F xis C}YS Y)ICS
M, 0 0 Gy Hy| (%

Observa-se que a expressao acima possui a mesma forma obtida por Massa e Bar-
bero3? e Babero,>® contudo, hi a inclusdo, mesmo de forma indireta, dos efeitos do acopla-
mento normal-cisalhamento quando existentes, pois todos os termos da matriz da Equagao (45)
foram considerados.

Moror6 et al.>® analisaram as duas abordagens de inversio para chegar s Equacdes
(47) e (49). Os autores consideraram tanto laminagdes cross-ply simétricas e antissimétricas
como angle-ply simétricas e antissimétricas. Através de simulacdes numéricas utilizando ele-
mentos finitos de casca, eles verificaram que o Processo Acoplado é mais eficaz que o Processo

Desacoplado.

3.2.3 Eixo neutro de flexdo

Para investigar o significado fisico do termo B, assume-se um estado de deformacao
€, # 0 e todas as outras deformagdes e curvaturas nulas. %8 Portanto, as duas primeiras relacdes

da Equacao (49) tornam-se:

Ni— Al gl
xz‘ xl xl (50)
M, =B, ¢,
Resolvendo a equacio anterior em fungdo de €., tem-se que:
. B . .
M. = —=N,=¢,N, (51)

X A; X

onde ¢, € a excentricidade com relacdo a superficie média do segmento. Se uma forca N; atuar
com excentricidade e, a for¢a ndo produzird curvatura de flexdo, apenas a deformacao €,. A
grandeza e, define a localizagio da superficie neutra de flexdo s’ (Figura 12). As coordenadas

do eixo de flexdo e do eixo que define a superficie média se relacionam na forma:

<
—~
%)
~
~—
I

s) —epsenol
) =e ! (52)
z(s") = z(s) +ep cos o

onde Oc; € o angulo de orientacdo do segmento medido em relagdo ao eixo y e positivo no sentido
anti-horario (Figura 12).

Uma vez definido o eixo neutro de flexao, a rigidez a flexdo do segmento € calculada
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com relag@o ao eixo s’ do segmento. Assumindo que N. = 0 e eliminando €'. nas duas primeiras

relacdes da Equacdo (49), encontra-se a relagdo momento-curvatura:

i\2
Mi — Di . (Bx) Ki (53)
X X A; X

Logo, arigidez a flexao do segmento por unidade de comprimento pode ser escrita como:

—pi B _pi 2l (54)

Assim, definindo NI, M., €' e k. em relagdo ao eixo neutro de flexdo, as duas

primeiras relagdes da Equacdo (49) desacoplam-se:
Ni Si
L= " (55)
M; Ky

Figura 12 — Sec¢ao transversal do segmento i.

AL 0
0 D,

\ A

Fonte: Adaptado de Massa e Barbero. >

3.2.4 Eixo neutro de torcao

Para investigar o significado fisico do termo C:, assume-se o estado de deformagio

Vi, 7 0 e todas as outras deformagdes e curvaturas nulas. Assim, as duas ultimas relagdes da
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Equagdo (49) tornam-se:

N’ij B F"ij Y’ij (56)
MXS = C)CS ’YXS
Resolvendo as relagdes acima em funcdo de Y., tem-se:
i _Cuni _, i 5
st - F,‘ Nxs - equs ( 7)
XS

onde e, fornece a localizac¢do do eixo neutro de torgdo s” para o segmento (Figura 12). Assim,
se um fluxo de cisalhamento N atuar com excentricidade e, com relagdo a superficie média do
segmento, N}, ndo produzird curvatura de tor¢do, mas apenas a deformacao y.,. As coordenadas

do eixo de tor¢ao e as da superficie média se relacionam na forma:

~
~—~

%)
I
~—

I

s) —egsen ol
Y5 = eqsends (58)
z(s") = z(s) + ¢4 cos o,

Uma vez determinada a posi¢do do eixo neutro de torcdo, a rigidez a tor¢do do
segmento € avaliada com relag¢@o ao eixo s” do segmento. Assumindo que N.; = 0 e eliminando
Y, nas duas ultimas relagdes da Equacgdo (49), encontra-se a relagdo momento-curvatura de

tor¢ao:

. . Ci)2\ .
M)lcs = (Hzlcs - <Fx—f)) K)lcs (59)
xS

Logo, a rigidez a tor¢ao por unidade de comprimento do segmento pode ser escrita como:

Hi _ (C)lcs)z

s — Hxs Fi
Xs

ﬁ)lc = H)l;s - eé ins (60)

Assim, definindo N, M’ €, e k., em rela¢do ao eixo neutro de torgdo, as duas

ultimas relagdes da Equacdo (49) desacoplam-se:
Nl _|Fs 0| [

; — : (61)
M)lCS O H)lCS K)lCS

E importante salientar que na determinacio dos eixos neutros de flexdo e tor¢do
foi utilizada a rigidez reduzida obtida por meio da Equacdo (49) (Processo Acoplado). Essas
equagdes possuem a mesma forma que a descrita anteriormente se fosse considerada a rigidez
reduzida obtida por meio da Equagdo (47) (Processo Desacoplado). Ambos os processos sao

avaliados em avaliacdes numéricas apresentadas posteriormente.
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3.2.5 Rigidez axial

A rigidez axial EA da secdo é obtida considerando-se apenas uma deformacio nor-

mal na direcdo axial, ou seja, €, # 0. A forga axial resultante na se¢@o vale:

Nx:/cdi://oxdrds:/zv;(s’)ds (62)
A sJh K

A integral na espessura produz N aplicada no eixo neutro de flexdo, pois nao ha
curvatura de flexdo. Usando a primeira relacdo da Equacao (55), a for¢a axial resultante pode

ser escrita da seguinte maneira:

N, = / Alglds—¢, / Alds — EAe, (63)
S S

onde

FA = / Al ds (64)
S

O termo EA representa a rigidez axial da secdio e €, representa a deformacgio uni-
forme da viga. A integral [; ao longo do contorno da se¢do transversal reduz-se ao somatério

da contribuicao de todos os segmentos da secdo transversal. Portanto,

N
EA=Y Alb (65)
i=1

onde N € o numero de segmentos da secdo transversal. Observa-se que o comprimento do

segmento é o mesmo independentemente do contorno considerado (s, s’ ou s”').3°

3.2.6 Centro mecadnico de gravidade

O centro mecanico de gravidade da secdo transversal € obtido através do equilibrio
de momento da for¢a axial N,, resultante das tensdes axiais causadas pelo estado constante de

deformacdo, em relagdo aos eixos y e z:

MZ:nyG_/ "o dA = // Gxdrds—/ (s )Ni(s')ds = e, EAy

AQZM%_/ %M/]‘ @mm—/()(ﬁw:mﬂﬁg €0

A substitui¢do da primeira expressao da Equagdo (55) na equacdo acima conduz a:

(67)
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que fornece as coordenadas do centroide mecanico:

Vo = £C.
G~ ——
EA (68)
26= -
¢ EA
onde @Z e @y sd0 0s momentos estaticos mecanicos definidos como:
— . N .
EQ, = /y(S/)AﬁcdS = ZyiA;cbi
N i
~ (69)

N
EQ, = / 2(s)ALds =) ZiAlb;
J i=1
€ Zi, y; s30 as coordenadas do ponto P’ de coordenada s = b; /2 (Figura 12).

3.2.7 Eixos principais de inércia e rigidez a flexdo

O produto do mddulo de elasticidade £ com os momentos de inércia I, I, € o
produto de inercia Iy, da teoria cldssica de vigas sdo substituidos pelas propriedades mecénicas
de cada segmento definidas por:30-38
ET' = Db,
— b3
El, =AL T (70)
E;/s/ - O
Observa-se que o produto de inércia E_I;/,/ é nulo, pois os eixos s'r sdo os eixos principais de
inércia do segmento (Figura 12).

A transformacdo das propriedades definidas acima para os eixos Y7 é realizada

girando os eixos sr de um angulo —oc; em torno do eixo x (Figura 12). Assim,

7 _FT a2l LT con off

EIX/ = EIS./ cos™ 0L, +E1r./ sen” oy,

El, = Elsen’ oc; +ET . cos? 06; (71)
Ely, = [ﬁ;/ — ﬁ;/} sen ot} cos o,

Finalmente, utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos para transformar as proprie-

dades definidas nos eixos y'z’ para o sistema global yz e computando as contribui¢des de todos
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os segmentos, obtém-se as seguintes rigidezes:

I)’G

I
[ij

[Ell—i—A b; (z,—i—ebcosa) ]

~.
—

R
~
[V12

[EI ' +ALD; (vi—ep senoc;)z} (72)

N
Il
—

N

Ely ., = ,:Zi [Eyi/z/ +ALb; (zi+ep cos oc;) (vi—en sena;)}
onde y; e z; sdo as coordenadas do centro do segmento i (ponto P na Figura 12) sobre o eixo
s (r =0) com relacdo ao sistema de coordenadas globais ygzg. O sistema de eixos ygzg tem
origem no centro mecanico de gravidade da secdo transversal e é paralelo ao sistema global yz.
Na Equagio (72), os termos (y; —epsenot}) e (z;+ e, cosat) sdo as coordenadas do centro do
segmento sobre o eixo s’ (ponto P’ na Figura 12).

Sendo ¥ o angulo que define os eixos principais de inércia m| e & com relagdo aos
eixos yg € zg, impondo a condi¢dao En& =0, tem-se:
tg29 = _ZE#E (73)

El,, —EI,,

G

e a maxima e a minima rigidezes a flexao com relagcdo aos eixos principais de inércia sdo dadas

por:

= | =5 = =5 \2
__ El,+EI, El,,—EI, _

__ El, +EL El,, —EL _
Eléz%_\/(% +Ely,

3.2.8 Rigidez a torcdo

(74)

A rigidez a tor¢do € obtida através do balango de energia, onde o trabalho feito pelo

torque externo 7' é igual a energia de deformagio devido ao cisalhamento: 308

STPL=% / Vi N+ ML) ds (75)

onde L é o comprimento da viga. Ressalta-se que o fluxo de cisalhamento N e o momento
torgor M sdo aplicados no eixo neutro de tor¢do s”, ou seja, garante-se o desacoplamento
definido na Equagao (61).

Para vigas com segio transversal fechada, Massa e Barbero>? e Barbero>® admitem
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que Kys = 0. Assim, a Equagao (61) fica:

i _ load
Nxs_Fstxs

. (76)
My, =0

A substituicdo destas expressoes na Equacdo (75) e levando em conta que para

secoes transversais fechadas o fluxo de cisalhamento € constante, tem-se:

ds

TB=(NL)* ¢ —
B ()CS) SFxlS

(77
A partir deste ponto da formulacio faz-se Ni, = g. O sobrescrito i é desprezado em
g, pois o fluxo de cisalhamento € constante em toda a secdo transversal da viga.
O momento de tor¢ao € obtido pela integracao do fluxo de cisalhamento em relacao

ao eixo neutro de tor¢do s”. Entdo,
T= qu(s") ds =2qlg (78)
N

onde 'y é a drea fechada definida pelo contorno s”.

A taxa de variagdo do angulo de torcéo P é determinada dividindo a Equacéo (77)

pela Equacao (78):
q ds
= = 7
B=or P i (79)
A rigidez a tor¢ao € obtida dividindo a Equacao (78) pela Equacao (79):
5T _ (2Cg)? (80)
B i bi
5 F

A expressdo acima pode ser melhorada para levar em conta a distribui¢do nao uni-
forme do cisalhamento ao longo da espessura do laminado. Isto € realizado através da adi¢do

da rigidez & tor¢iio de secdes transversais abertas pré-multiplicada pelo fator 3 /4:3°

T (ry)? 3| ¥,
J:E:<N sb) +7 4ZH;sb,-] (81)
i i=1
L

3.2.9 Particularizacdo para segdo circular

A metodologia apresentada anteriormente foi aplicada, com algumas modificacdes,

para o caso de uma viga tubular de secdo transversal circular. Neste caso, as propriedades
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equivalentes sdo computadas a partir de integra¢des apropriadas realizadas na se¢ao transversal,
produzindo expressoes simples. Fatores de correcdo baseados em resultados exatos para tubos
homogéneos sdo obtidos no intuito de capturar efeitos de se¢des transversais espessas.

Como a metodologia de anélise descrita anteriormente foi desenvolvida apenas para
vigas com secdo transversal composta por segmentos retos, trabalha-se, no caso da se¢do circu-

lar, com um elemento infinitesimal ds, conforme ilustrado na Figura 13.

Figura 13 — Segmento ds da se¢ao circular vazada.

A° N
) N
N g‘\
e
b)\\
€ o
R
f z
o
y
G >

Fonte: Elaborado pelo autor.

O sobrescrito i serda abandonado no desenvolvimento apresentado a seguir, uma vez
que a secdo € circular, ou seja, a secao possui apenas um segmento, consequentemente, ela

apresenta apenas um esquema de laminacgdo.

3.2.9.1 Rigidez axial

A rigidez axial do tubo € obtida através da Equacdo (64), onde a integral € realizada
ao longo do eixo neutro de flexdo ds = (R + ep)do. (Figura 13), com a no intervalo de 0 a 27.

Assim,

o m
FA— / Avds= | Ay (R+ep)do = 2TRA, + 27B, (82)
s 0

Para tubos laminados com By nulo, o que necessariamente se verifica em laminados

simétricos e antissimétricos angle-ply com grande nimero de laminas, ¢, = 0 e a rigidez axial
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se reduz a:
EA = 2mRA, (83)

E interessante notar que a Equacdo (83) é a mesma que se obtém ao integrar a
rigidez axial na superficie média da sec¢do (ds = Rda). As Equagdes (82) e (83) reproduzem
com exatiddo o caso de um tubo homogéneo de material isotrépico, seja ele de parede fina ou
espessa.

Massa e Barbero? consideraram que cada segmento da secdo transversal tinha o
mesmo comprimento, independente do sistema de coordenada (s, s” ou s”/). Entretanto, a se¢do
circular apresenta diferentes propriedades equivalentes quando integrada em contornos diferen-

tes, pois o comprimento deles sdo diferentes.

3.2.9.2  Centro mecdnico de gravidade

Pode-se mostrar, a partir da Equacao (68), que o centro mecanico de gravidade do
tubo coincide com o centro do tubo, origem dos eixos globais xyz, coincidindo com o centrdide.

Assim, trabalhando apenas com as formas integrais da Equacao (69), tem-se:

EQ,= /y(s’)Axds = /(y(s)—f—eb sena) ds

N N (84)
EQ, = /Z(s’)Axds = /(z(s) +ep cosa) ds

onde y(s) = Rsena,, z(s) = Rcosa e ds = (R+ ep)da. Para laminados concéntricos, Ay ndo

varia com 0. Entao,

o 2w

EQ, = (R+eb)2Ax/ senotdo =0
0

B . (85)

EQ, = (R+e;,)2Ax/ cosodo =0
0

Portanto, y6 =0e zg =0.

3.2.9.3 Rigidez a flexdo

Considerando um segmento infinitesimal de comprimento ds da parede do tubo e
trabalhando com as propriedades mecénicas do segmento em relacao ao sistema de coordenadas

s’ ¥ que contém o eixo neutro de flexdo, a partir da Equagio (70), tem-se:

dﬁs/ = Bx ds

_ ds?
P = A, — 86
dEI, = A, B (86)

dELg, =0
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A transformac@o destas propriedades para os eixos y'7’' é realizada girando do Angulo
o em relac@o aos eixos s'r/, positivo no sentido indicado na Figura 13, e desprezando a contri-
buigdo da parcela dEI,., pois o termo infinitesimal ds esté elevado a terceira poténcia. Pode-se

mostrar que as propriedades transformadas sao dadas por:

dEl,y = Dy cos®ouds
dEI, = D, sen’ ouds &7)

dEly, = Dy cososenouds

Finalmente, usando o Teorema dos Eixos Paralelos aplicado as propriedades meca-

nicas do segmento infinitesimal para transformar para o sistema global xyz, tem-se:

dEI, = D, cos®> ouds + Ay (z+ e, cos ) ds
dEI, = Dysen®oids + A, (y+epsena)? ds (88)
dEI,; = Dy cosasenaids + Ay (z+ep cosat) (y + epsent) ds

onde y e z sdo as coordenadas do ponto da superficie média do segmento.
As propriedades mecanicas do tubo podem ser obtidas por integra¢des na superficie
neutra de flexdo, ou seja, considerando ds = (R + ep)da. Assim,
2n 2n 3
El, = D, cos’> (R +ep) do+ A, cos’a(R+ep)’ do
0
2r 2r 3
I.= | Dysen’o(R+e,)do+ | Aysen’o(R+ep) do (89)
0

0
21

El,, :/ D, cosaseno,(R+ep)do+ | A, cosasenai(R+ep)’ dat
0 0

A substitui¢do da Equacgdo (54) na equacdo acima resulta:

El, =EI,=n(R+ep) (Dy—ejAy) + T (R’ +3R% e, + 3Rej + €}) Ax 00)

Observa-se que a igualdade dos momentos mecanicos de inércia e a nulidade do produto mecanico
de inércia estdo compativeis com a simetria da secao circular. Usando a definicdo de ¢;, (Equagao
51):

2

. B B
I, = IZ:nR3Ax+2nRA—x+3nRsz+nA—xDx+nRDx (91)
X X

Na particularizacdo para uma se¢do circular com apenas uma lamina de material
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1sotrépico, a Equacdo (91) resulta em:

TREW? TRK3
—El = I=nRh+

El, =EI. =R Eh
y =Rl =T BT 12

92)

Esse resultado confere com o obtido avaliando-se 0 momento de inércia do tubo com se¢ao de

paredes finas. Por outro lado, o momento de inércia exato do tubo é:

n\* n\* s TRK
R+=) —(R-%) | =nR
( +2> ( 2) ] TR h+ ) 93)

T
==
4

Comparando-se as duas ultimas expressoes, observa-se que a diferenca serd tanto
menor quando menor for a espessura do laminado. Numa tentativa para considerar um tubo
com parede espessa, baseado no caso de um tubo isotrépico, multiplica-se o dltimo termo da

Equacdo (91) por 3. Assim,

. B2 B
El,=EI,=nRA, + 2nRA—x +3nR>B, + nA—"Dx +37RD, (94)
X X

Tal compatibilizac@o € definida como Corre¢ao Local e produz o segundo termo do momento
de inércia da Equacdo (93).
Se a compatibilizagdo for aplicada no primeiro termo da Equagdo (90), obtém-se

outra expressao para o calculo da rigidez a flexdo. Assim,

— B} B
El,=EIl,=TR*A, — 2nA—’2f +3nTR>B, + 375A—xDx +3%RD, (95)
X X
Esta segunda compatibilizac¢do € definida como Correc¢ao Global.
A partir das Equacdes (94) e (95), observa-se que para laminados com By = 0, como
€ o caso de laminados simétricos e angle-ply com grande numero de camadas, ndo ha diferencas

entre as equacoes.

3.2.9.4 Rigidez a tor¢do

A rigidez a torcdo para o caso da se¢do transversal circular € obtida, inicialmente,
dividindo-se a Equagdo (78) pela Equagao (79):
T 4%,
B~ [ds (96)
N F.XS

] =

Para a sec@o circular vazada, a drea I'y» é dada por:

Ty =n(R+e,)’ 97)
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Por fim, integrando com relagdo a superficie neutra de torgdo, ou seja, ds = (R+e¢,)do., tem-se:
GJ = 21F (R+¢,)’ (98)

Na Equacdo (81), adicionou-se um termo para levar em conta a distribui¢do nao
uniforme do cisalhamento ao longo da espessura do laminado. No caso da secdo circular, tal

termo é obtido pela segunda integral da Equacdo (75).3° Assim,

TB— [ Mysrcsds (99)
N
Por meio da segunda relagcdo da Equagdo (61) e com K, constante na se¢io, a equagdo acima
se torna:
B =2, / Hysds (100)
S
Da teoria cldssica de placas: 398
*w
Kpe =2—" =2 101
o T oxdy b (101)
A dupla divisdo da Equacao (100) pela Equagdo (101) conduz:
T —
LA / Hyds (102)
B s

No tubo laminado, devido a simetria axial, H,, é constante. A integracdo na su-

perficie neutra de tor¢ao da equacao acima resulta:

% — 8., (R +e,) (103)

Desta forma, adicionando a Equacao (103) a Equacao (98), obtém-se a rigidez a

tor¢ao da secdo circular:
GJ = 2nF (R+¢,)’ +81H 5 (R+¢,) (104)

A partir da particulariza¢do para um tubo isotrépico e homogéneo (¢, = 0, Fyy = Gh e Hyy =
H,s = Gh®/12), a equagdo anterior fornece:
. mDh _mDK

GJ=G G 105
2 + 3 (105)

onde D € o didmetro médio do tubo.

A solugdo exata para tubos isotropicos de parede espessa, onde a tensao varia ao
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longo da espessura € dada por:

(106)

D3 Di?
GJ:G(R h =« h)

4 * 4
Observa-se que, para um material isotropico, aplicando-se um fator de compatibi-
lizacdo igual a 3/4 no segundo termo da Equagdo (105) conduz a solugdo exata baseada na

Equacdo (106). Aplicando o mesmo fator de compatibilizacdo no tltimo termo da Equacdo

(104), tem-se a rigidez a torcdo para material composito:

GJ =21F, (R+e,)’ +6nH, (R+e,) (107)

3.3 Teoria de Kollar e Pluzsik

Kollar e Pluzsik3! propuseram uma teoria geral para analisar vigas laminadas de
parede fina e apresentaram expressoes analiticas para matriz constitutiva C,, para se¢des trans-
versais aberta e fechada. Nesta teoria, o esquema de lamina¢do em cada segmento da se¢dao

transversal € arbitrario.

3.3.1 Secao transversal

Os segmentos que compdem a se¢ao transversal da viga podem consistir de diversas
laminas de material composito. Cada segmento € modelado como uma placa laminada (Figura
14) denotado pelo subscrito i (i = 1, 2, 3,..., N, onde N é o nimero total de segmentos).

Nesta se¢do, adotam-se os seguintes sistemas de coordenadas (Figura 15): sistema
global xyz, cuja origem coincide com o centroide mecanico da sec@o (ponto C); sistema global
XyZ, cuja origem € posta num ponto arbitrario (ponto O); sistema local x;s;r; do i-ésimo seg-
mento com origem no centro da linha média do segmento (ponto ¢;). O eixo x; local € paralelo
ao eixo x global, o eixo s; € definido ao longo da circunferéncia do segmento, e r; é perpendi-
cular a circunferéncia do segmento.

Os deslocamentos do eixo longitudinal da viga, situado no centroide, sdo o deslo-
camento axial u, os deslocamentos transversais v € w nas direcdes y e z, respectivamente, € 0
angulo de tor¢do y da secdo. Considerando a convencao da Figura 8 para esforcos positivos, as

relacdes entre os deslocamentos e as deformacdes de viga no sistema global xyz sdo:

du d’w d*v dy
T dx Y dx? T dx? b dx (108)
No sistema global Xyz, as relacdes acima tornam-se:
d d*w v = dy
8)7:_; Kfz__; K*:_, = — 109
d% Y dx? ©dx? b= (1o
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Figura 14 — Identificagdo dos segmentos da secdo transversal.

z

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

onde €, Ky, ¥z e B representam a deformagéo axial, as curvaturas e a taxa de variagéo do angulo
de tor¢do do eixo longitudinal passando pela origem do sistema Xyz, respectivamente; u, v, w €

V sdo os deslocamentos relativos ao eixo X.

3.3.2 Viga de secdo fechada

Se uma viga de secao fechada € cortada longitudinalmente, as duas bordas cortadas
sofrem um deslocamento relativo, como ilustrado na Figura 16. Na viga original, esse desloca-
mento relativo é impedido pelos esfor¢os internos X1, X2, X3 € X4. As forcas transversais X3 e
X4 sdo, geralmente, pequenas e podem ser desprezadas. !

A forca axial X; e o momento X, correspondem aos termos N,y e M da Equacdo
(44), respectivamente. Considera-se que tais termos ndo mudam ao longo do segmento.

Para determinar X; e X, deve-se utilizar condi¢des de compatibilidade. Essas

condicdes sdo: !

u’esquerda — u’direita

owe ow? (110)

Js ‘esquera’a - Js |direita

onde w’ é o deslocamento da parede na direcdo perpendicular a superficie de referéncia do

segmento (Figura 17).
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Figura 15 — Sistemas de coordenadas.

Ny

Fonte: Elaborado pelo autor.

31

A primeira equacgdo de compatibilidade pode ser expressa como:

—2AB+fy;sds:0 (111)

sendo A a drea fechada da secdo transversal definida pelo contorno da superficie média, Yy, a
deformacdo de cisalhamento do segmento no seu plano.
A segunda equacao de compatibilidade pode ser expressa através da definicdo K; =

—9%w"/0s%. Desta forma, a segunda equagio de compatibilidade torna-se: 3!

frds=0 (112)
Para analisar vigas compdsitas de parede fina de secio fechada, Kollar e Pluzsik3!

definem os seguintes passos que devem ser realizados.

1. As deformagdes em cada segmento da se¢do da viga sdo relacionadas a defor-
macdo axial, as curvaturas e ao angulo de torcao do eixo da viga através de

hipéteses cinemadticas e da teoria de placas.

2. As forcas em cada segmento da se¢do da viga sdo expressas em termos das

deformacodes dos segmentos e de X; e X>.

3. A forga axial resultante, os momentos resultantes e o torque resultante atuantes

no eixo da viga sao determinados através das forcas de cada segmento da se¢ao
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Figura 16 — Corte longitudinal de uma viga de secdo fechada.

///%Q}ﬂ

Fonte: Elaborado pelo autor.

da viga.
4. Xi e X» sdo determinados por meio das equacdes de compatibilidade.

5. A matriz constitutiva C,, € determinada relacionando a forca axial resultante, os
momentos resultantes e o torque resultante a deformagdo axial, as curvaturas e

ao angulo de torcao do eixo da viga.

3.3.2.1 Passo 1: deformacdes em cada segmento
A partir da hipétese de Euler-Bernoulli-Navier, a deformagao axial num dado ponto
da superficie média de um segmento pode ser escrita como:

€ = €3 + 7Ky — YKz (113)

onde 7 e y sdo as coordenadas de um ponto arbitrario na superficie média do i-ésimo segmento
e €,; € a deformacdo axial deste ponto.

E importante ressaltar que a secao transversal da viga com esquema de laminacao
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Figura 17 — Rotagdes da sec¢do no corte longitudinal.

direita

Fonte: Elaborado pelo autor.

arbitrdrio pode ndo permanecer plana e, consequentemente, as hipdteses de Euler-Bernoulli-
Navier deixam de ser vdlidas. Entretanto, para vigas longas, as deformacdes podem ser conside-
radas constantes ao longo do comprimento da viga, e a condi¢ao de Estado Plano de Deformacgao
pode ser aplicada na andlise, uma vez que as tensodes e deformagdes variam apenas nos planos
perpendiculares ao eixo x.3!

As deformacdes do eixo axial do i-ésimo segmento pode ser expressa como:

€ 1 Zi -y 0 &
K _ 0 cosa; seno; Of x5 (114)
K< 0 —sena; cosa; O Kz
B), [0 0O o 1| |B
R ~ y

onde z; e y; sdo as coordenadas da origem do sistema local xsr para o segmento i (Figura 18).
O angulo o; € o angulo entre os eixos s ¢ y (Figura 18). O sobrescrito ¢ refere-se ao eixo
longitudinal que passa pelo centro da superficie média do segmento, onde s =0e r=0. A
primeira equagdo € escrita em virtude da Equagdo (113). As grandezas K; e K;; representam
as curvaturas do i-ésimo segmento nos planos xr e xs, respectivamente (Figura 19). A dltima
equagdo (B = B) € escrita considerando que o angulo de tor¢do na parede do segmento € o
mesmo angulo de torcao da viga.

A deformacao axial no i-ésimo segmento varia linearmente com s. Portanto, pode-

se escrever que:
C c

& =€, — 85K, (115)

A curvatura K,; € uniforme em cada segmento laminado e é definida por:

Ky = K; = Ky COS O + Kzsenoy; (116)



Figura 18 — Coordenadas do ponto c; e orientagdo do segmento (angulo ;).

y4

A

Ny

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 19 — Curvaturas do eixo do i-ésimo segmento.

60

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A taxa de variacdo do angulo de tor¢do é definido como:3!

1

B?: _Eszi (117)
Logo
Kysi = _2[3;[ (118)
As Equacdes (115), (116) e (118) podem ser expressas matricialmente:
SC
€ 1 0 —s O i
K
Ko =01 0 0 p (119)
K
Kys ) . 00 0 -2 Z
i < - B ;
R;

3.3.2.2 Passo 2: forcas e momentos em cada segmento

Como cada segmento € considerado um placa laminada, a relacdo entre esforcos e
deformacgdes do segmento é dada pela Equagdo (44). Assim, desprezando N (= X4) e fazendo
X1 = Ny e Mg = X5, a Equacdo (44) fica:

€x o1 Bir Pie N, o6 Pi2

Ke ¢ = [Bu1 611 di6 M, ¢ + [Bs1 012 ¥
>
Kys ) . Pie d16 B66|, (Mxs), [Bes 02],
pi (120)
N,
Vs _ | %6 Be1 Pes Mx n Oes Pos| | Xi
K. B2 B2 8 ; ! Bas 022 J X2

i
Os esforgos resultantes do i-€simo segmento no sistema de coordenadas xsr mos-

trado na Figura 20 sdo:

Nfi:/inds:b,-in (121)

S

M = / Myids = bi My (122)
N

M¢; = —/insds (123)
S
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onde b; € o comprimento do segmento, conforme ilustrado na Figura 14.

Figura 20 — Esforgos resultantes no i-ésimo segmento.

z

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

O torque T;° pode ser escrito como:

TC =2 / Msids = —2b; M i (124)
N

Ressalta-se que os esforcos resultantes obtidos nas Equagdes (121), (122), (123) e
(124) estdo localizados no centro da linha média do segmento.

A substituicao das Equagdes (121), (122), (124) e (119) na primeira expressao da
Equacao (120) resulta:

i |
a _——
o 11 Bll ZBI6 ]”\\,-c Q6 B12
X 1 1 Ax B 5 Xl
Ko =4 P St —5916 c o+ 161 1'2 X (125)
i ~ 2
B)i g s L | \Mii |2 a0
I > 16 > 16 4 66 i’ i

Para avaliar a integral da Equacio (123), Kollar e Pluzsik3! desprezam os esforcos

X1 e X, e assumem que o segmento possui apenas a curvatura X, sendo as demais curvaturas

Ky = 0 e K; = 0. Com esta aproximacao, a inversa da primeira expressao da Equacgdo (120)
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resulta:
N, ap app ais Ex
M, p = |ain ax a3 0 (126)
My ) . a3 ax ays], |0

i
A matriz a;; € definida como

-1

ai; ap aps o1 Bir Bie
aip ax ax| = [Pi1 O die (127)
ai3 a3 a]. [P dic Bes

i

Assim, Ny; = a11;€y. A substituicdo dessa expressdo e da Equacdo (115) na Equacao (123)

conduz a:
~o 011‘b3 ¢
M¢ = 1’2’Kr,. (128)
As Equacdes (125) e (128) conduzem a relagao:
— 1 -
01 B 0 —-Bis ) )
2 R o B
& 5 . 15 N¢ 16 12
k| B 1 26| | gz N Be1 812 X,
ki bi| g 0o 2 9 M X Ol
ay;b? 7 1 1
Be) . . . e 7). | ~5Pss —5%%
—— —=9d 0 -9 - -
] 2[316 5016 4066 ]
@

(129)

Rearranjando-se a equagdo acima, pode-se expressar os esforcos no segmento em

func¢do das deformagdes no segmento e dos hiperestaticos:

]/\\/c eC [ 16 BIZ ]
X X
74 K¢ Be1 d12 X
S =erie e —e g 0 : (130)
Afj N Ly I X2
e ). B ; |72 66 —5026

i
3.3.2.3 Passo 3: esforcos na viga

Para vigas com secdes transversais fechadas, o momento de tor¢do surge devido

ao momento de tor¢do M, e ao fluxo de cisalhamento X;. No sistema de coordenadas Xyz, o
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torque devido a X; é dado:3!

T = —24X; (131)

onde A € a area fechada definida pela superficie média da secdo transversal. O sinal negativo
nesta equacao € para compatibilizar os sentidos das grandezas, conforme observado na Figura
8 e Figura 11.

No sistema de coordenadas Xyz, os esfor¢os na viga sdo obtidos através da soma da

contribui¢ao de cada segmento:

N5 1 0 0 0 | N¢ 0 0
M5 _ N |z coso; —sena; O 1\:1;‘ n 0 0] | Xy (132)
M =1 |—y; seno; cosa; O| | Mg 0 O0Of | X2
T 0 0 0 1|7, [-24 0
R!

1

3.3.2.4 Passo 4: Esforcos X1 e X,

A substitui¢do da segunda expressao da Equagdo (120) nas Equacdes (111) e (112)
leva a:

- 2AB o6 Ber Pes M Oes Be2 X
0= {O }Jrjg[f)lz 312 826]i M ds +7{ Pe2 522] {Xz} (139

As integrais no contorno da secao podem ser obtidas pelo somatdrio das integrais realizadas ao

longo de cada segmento:

N
f@w:éﬁom (134)

Ap0s as integragoes e levando em conta as Equacoes (130) e (114), pode-se escrever

a seguinte relacao:

X .
S (135)
X2 Kz



onde:

16

1
0 —-
Ol [362 06 B61 21366 . [361
5 - 1 ®, 0
Bz 02|, B 81p O _5626

F=Y |b

i=1

0 0 0 =24
L= -J
0 0O 0
1
N |06 Ber O _§B66
=Y 1| o 'R
i=1 B2 812 O _5526

3.3.2.5 Passo 5: matriz constitutiva C,

A partir das Equacgdes (132), (130) e (114), pode-se escrever a relacao:

Nx & 0 0

My N Ky 0 0 X
"P=Y R 'R T+ ~J :

T B —2A 0

Nj 553
jya N -

"= L (Rloy'R) +L'F'L ) {7
Mz i=1 Kz
T

C,

1 1
| =lpe —1s
i 5 Bes 5926

B2 |
d12

onde C, é a matriz constitutiva referida ao sistema de coordenadas xyz.

3.3.2.6 Vida de se¢do transversal aberta

65

(136)

(137)

(138)

(139)

(140)

Apesar do foco deste trabalho ser em se¢Oes transversais fechadas, vale a pena

comentar que para uma se¢ao transversal aberta, os hiperestaticos X; e X> sdo desprezados.

Assim, a partir da Equacio (139), a matriz constitutiva C, correspondente é dada apenas pela

parcela:3!

C,—

=

(Rio ' ®))
1

(141)
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3.3.2.7 Centroide

A matriz constitutiva apresentada anteriormente é referida a um sistema de coorde-
nadas arbitrario. Para determinar tal matriz no sistema de coordenada xyz associado ao centroide
mecanico da se¢do, a localizacdao desse centroide deve ser conhecida. O centroide estd locali-
zado no ponto em que o eixo da viga permanece reto quando uma forca normal N € aplicada
nele. Enquanto esse eixo permanece reto, a viga pode girar sobre o eixo de tor¢do, que nao
necessariamente coincide com o eixo que passa pelo centroide.>!

As coordenadas do centroide referidas ao sistema xyz sdo denotadas por z. € y.
(Figura 18). A forca e os momentos resultantes referidos no sistema Xyz sdo relacionados com

a forca aplicada no centroide:
Ni=N; My=z.N, M;=y.N (142)

A relag@o deformagdo-tensao para viga € dada por:

€x Wit Wiz Wiz Wig| [ Ne
| W Wo Wa Wau| | My
v _ (W2 War Was W y (143)
Kz Wiz Wa Wiz Wiyl | Mz
Wis W Wi Wy T
onde W;; é a matriz de flexibilidade da viga no sistema xyz dada por:
w=C¢,' (144)
A partir das Equagdes (143) e (142), obtém-se as curvaturas:
Wi Wo Wal |
K7
v _ (W2 W2 Wos 2 SN (145)
Kz Wiz Wy Wss

Ye

Uma vez que N € aplicado no centroide, por defini¢do as curvaturas da viga sao
nulas: Ky = 0 e kz = 0. Neste caso, através da Equagdo (145), obtém-se as coordenadas do

centroide referidas no sistema Xyz:
Wy Wa|  [W
< W Was Wi (146)
Ye W Wss Wis
3.3.2.8 Matriz C, e W referidas ao sistema de coordenadas xyz

A forga Nx e os momentos My e Mz no sistema XyZ se relacionam com a forca N

no sistema xyz através da Equacao (142), enquanto os torques nos dois sistemas sdo idénticos
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T = T. Neste caso, pode-se escrever:

N KRR

Ny
M)’
_R, (147)
M,
T

onde R, é definida como:

1 000
100

R, = | (148)
Ye 01 0
000 1

A deformagdo axial do eixo que passa pelo centroide da viga € relacionada com a
deformacdo axial e as curvaturas do eixo X (i.e. passa pelo origem do sistema Xyz) por meio da

relacdo:
& =&+ KyZe — Kz Ve (149)

A curvatura e o angulo de tor¢ao por unidade de comprimento dos eixos x e X sdo

idénticos. Portanto, tal condi¢ao permite escrever:

SX ef
K Ky

YA =Rj{ (150)
Kz Kz

A substituicao das Equacgdes (147) e (150) na Equagdo (143) resulta na relacao
deformacdo-tensdo para viga com relacdo ao sistema de coordenadas xyz:

& Wi Wi Wiz Wi Ny
K Wi Wa Wy W M
v U g Wiz W Was Way R, (151)
K; Wiz Wa Wiz Wiy M,
B Wis Wa Wig Wa T
w

Assim, realizando o triplo produto da Equagao (151), obtém-se a matriz de flexibilidade da viga

W com relacdo ao sistema de coordenadas xyz. E interessante observar que W possui quatro
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elementos nulos:

Wiir 0 0 Wy
0 Wy Wy W
W 2 Waz Wy (152)
0 Wy Wiz Wiy

Wig Woy Wig Wy

Esses elementos da matriz W sdo nulos devido ao fato de que uma forga normal aplicada no
centroide mecanico nao resulta em curvaturas de flexao.
A inversa da Equacdo (152) produz a matriz constitutiva da viga com relagdo ao

sistema de coordenadas xyz:

Cii Ci2 Ciz Cuy Wii 0 0 Wi -

Cio Cpn C3 Cu _ 0 Wxn Wy Wy (153)

Ciz3 C3 (33 Cxn 0 Wy Wiz Wiy

Ciu Gy C3g Cyy Wis Woy Wiy Wy

3.3.3 Secao circular

Para consideracdo de vigas de secdo transversal circular, discretizou-se a se¢cdo em
segmento retos. Dada uma secdo de raio médio R, as coordenadas dos nds de cada segmento

sao (Figura 21):

yi = Rsen¢ (154)
Zi = Rcos ¢

As coordenadas do centroide de cada segmento sdo:

y; = Rsen (0 + Ad/2) (155)
Zi =Rcos (0 +A9/2)

Cada segmento possui um comprimento:

bi = RA} (156)
e um angulo de orientagao:

o =2n—0¢ (157)

Todos os tubos modelados por meio desta sistematica possuem A = 2.5° e 144 pontos/segmentos.
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Figura 21 — Secdo circular modelada por meio de segmentos retos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.4 Aplicacoes

As metodologias de andlise de vigas laminadas de parede fina apresentadas neste
capitulo foram implementadas no software de programacao matematica MATLAB. No intuito
de avaliar as formulagdes propostas, os resultados obtidos nas implementa¢des por meio do
MATLAB foram comparadas com solucdes de elementos finitos usando o software ABAQUS.
No caso das propriedades equivalentes, os resultados também foram comparados com alguns
resultados experimentais de Saggar. !

3.4.1 Exemplos de Saggar

Saggar! avaliou experimentalmente a rigidez a flexdio de tubos laminados. Os efei-
tos da variagdo do esquema de laminacao e da relagdo raio/espessura (Tabela 1) foram analisa-
dos com tubos de seis camadas de prepegs de grafite/epoxi T700S/G91, cujas caracteristicas sao
mostradas na Tabela 2. Foram consideradas laminacOes simétricas e assimétricas. A espessura
de cada camada € de 0.1473 mm.

Embora solugdes alternativas tenham sido desenvolvidas para o cédlculo das propri-
edades equivalentes de secdes circulares através da teoria de Massa e Barbero3? e Barbero,®
sdo apresentadas apenas as comparacgoes entre os resultados dos modelos com integragdes nas
superficies neutras, com corre¢do e com abordagens acoplada e desacoplada (Tabela 3). Es-
sas propriedades sdo coerentemente calculadas com os conceitos de eixos neutros de flexdo e
tor¢ao, bem como a particularizagdo para o caso de material isotropico.

Neste trabalho, o tubo foi discretizado usando elementos de casca quadraticos ba-

seado na teoria de Reisner-Mindlin com oitos nés e integracdo reduzida (S8R) do ABAQUS.
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Tabela 1 — Dados dos modelos ensaiados. !

Modelo Laminagdes Raio interno (mm) R/
2A1 [0/ —45/+45/+45/—45/0] 9.525 11.28
2A2 [0/ +45/—45/0/ +45/ —45] 9.525 11.28
2A3 [+45/—45/ 445/ —45/0/0] 9.525 11.28
2B1 [0/ —45/ 445/ 445/ —45/0] 6.350 7.68
2C1 [0/—15/+15/4+15/—15/0] 9.525 11.28
2C2 [0/ —=75/+75/+75/—175/0] 9.525 11.28

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 2 — Propriedades do material. !

Propriedades Valores médios

E, 138.580 GPa
E, 12.200 GPa
G2 7.653 GPa

Vi2 0.313

Fonte: Elaborado pelo autor.

A malha, mostrada na Figura 22, t€m 64 elementos na direcao longitudinal e 24 elementos na

direcdo circunferencial.

Figura 22 — Malha para elemento de casca (S8R) e modelo deformado.

exemplo saggar
ODB: saggar.odb  Abaqus/Standard 6.9-EF1  Tue Jun 04 14:13:35 GMT-03:00 2013

Y v Step: saggar
)\ )\ Incr 1: Step Time = 1.000
P L\ Primary Var: U, U2

y Var: U,
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +2.500e+00

Fonte: Elaborado pelo autor.

O tubo também foi discretizado com elementos solidos quadraticos com 20 nds
(C3D20) do ABAQUS. A malha tinha 64 elementos na direcdo longitudinal e 16 elementos na
direcdo circunferencial. O modelos deformado € ilustrado na Figura 23.

Para o calculo da rigidez a flexdo via elementos finitos, simulou-se, nos dois mo-
delos supracitados, o tubo submetido a flexdo pura. O carregamento foi aplicado na forma de

um bindrio. O modelo € engastado na extremidade oposta ao carregamento e tem comprimento



71

Tabela 3 — Resumo das formulagdes para calculo da rigidez a flexdo de secio circular.

Formulacoes Equacodes
Integracao na sup. neutra, com correc¢ao local EI: (94)
e com desacoplamento: SNCL-DES Desacoplado: (47)
Integracao na sup. neutra, com correcao local EI: (94)
e com acoplamento: SNCL-AC Acoplado: (49)
Integragdo na sup. neutra, com correcao global EI: (95)
e com desacoplamento: SNCG-DES Desacoplado: (47)
Integracao na sup. neutra, com correcdo global EI: (95)
e com acoplamento: SNCG-AC Acoplado: (49)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 23 — Deformada para elementos do tipo sélido (C3D20).

Fonte: Elaborado pelo autor.

igual a 20 vezes o seu raio médio. No ABAQUS, esse engastamento foi realizado restringindo

todos os deslocamentos dos nos da se¢do. Para assegurar a hipdtese das secoes planas, um anel

rigido de material isotrépico foi introduzido onde a carga foi aplicada. O anel rigido possui

dimensdo de 1 mm na direcdo axial e médulo de elasticidade igual a 100 vezes o mddulo de

elasticidade do aco (E,¢, = 200GPa). Assim, da Resisténcia dos Materiais pode-se escrever:
MIL? - MIL?

2EIvEF MEE =58 (158)

onde 0 € o deslocamento na extremidade do tubo.

Os resultados para a rigidez a flexdo obtidos com as formulacdes SNCL-DES,
SNCL-AC, SNCG-DES e SNCG-AC estao apresentados na Tabela 4. Esses resultados sdo com-
parados na Tabela 5 (modelos simétricos), Tabela 6 (modelos assimétricos) e Tabela 7 (modelos
assimétricos) com os valores obtidos por elementos finitos no ABAQUS e os experimentais de
Saggar! através da diferenca relativa entre aqueles e estes.

A partir dos dados apresentados na Tabela 4, pode-se observar que as formulagdes
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Tabela 4 — Resultado para rigidez a flexdo (Nm?).

SNCL SNCG
DES AC DES AC
2A1 175.980 175.980 175.980 175.980
2Bl 55.892  55.895 55.892  55.895

Tipos de laminacdo Modelo

Simétrica 2C1  340.980 341.000 340.980 341.000

202 151480 151480 151.480 151.480

. 2A2 170450 171.060 170480 171.030
Assimétrica

2A3  183.830 184.620 183.940 184.510

Fonte: Elaborado pelo autor.

SNCL e SNCG, considerando em ambas o efeito do Desacoplamento e Acoplamento, sdo iguais
para os laminados simétricos. Isto ocorre porque para esse tipo de laminado o termo B, = 0,
logo, as Equacdes (94) e (95) conduzem a resultados iguais. A mesma afirmagdo ndo pode ser

feita para os modelos assimétricos, pois o termo B, pode ser diferente de zero.

Tabela 5 — Rigidez EI dos modelos simétricos - diferenca relativa de SNCL-DES-AC (=SNCG-DES-
AC) com respeito a Elementos Finitos e Saggar. !

Modelos ABAQUS-DES ABAQUS-AC Saggar (strain-gage)
simétricos Casca (%) Solido (%) Casca (%) Solido (%) DES (%) AC (%)
2A1 0.25 -0.24 0.25 -0.24 5.76 6.11
2B1 0.49 -0.28 0.50 -0.27 4.50 4.71
2C1 0.18 0.06 0.19 0.06 -4.62 441
2C2 0.25 -0.33 0.25 -0.33 4.67 -4.90

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 6 — Rigidez EI dos modelos assimétricos - diferenca relativa de SNCL-DES-AC com respeito a
Elementos Finitos e Saggar. !

Modelos ABAQUS-DES ABAQUS-AC Saggar (strain-gage)

assimétricos Casca (%) Solido (%) Casca (%) Soélido (%) DES (%) AC (%)
2A2 -0.87 -0.26 -0.51 0.10 3.78 4.12
2A3 2.38 -0.82 2.80 -0.39 2.90 3.31

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 7 — Rigidez ET dos modelos assimétricos - diferenca relativa de SNCG-DES-AC com respeito a
Elementos Finitos e Saggar. !

Modelos ABAQUS-DES ABAQUS-AC Saggar (strain-gage)

assimétricos Casca (%) Solido (%) Casca (%) Sélido (%) DES (%) AC (%)
2A2 -0.85 -0.24 -0.53 0.08 3.80 4.10
2A3 2.44 -0.76 2.74 -0.45 2.96 3.26

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Pode-se observar que as formulacdes apresentadas, com correcdo global e local com
ambos os efeitos Acoplados e Desacoplados, produzem excelentes resultados quando compa-
rados com elementos finitos e valores experimentais. A maior diferenga percentual (6,11%)
ocorreu no modelo simétrico 2A1 (com SNCG e considerando o efeito do Acoplamento) com
relacdo ao resultado experimental. Desta forma, pode-se afirmar que as formula¢des propostas
para uma viga de secdo circular foram validadas por resultados experimentais.

Para as proximas simulagdes numéricas e comparagdes, no que tange o calculo da
rigidez 2 flexdo por meio da teoria de Massa e Barbero3? serd utilizada apenas a sistematica
SNCG-AC.

3.4.2 Viga caixdo

No intuito de verificar as formulacdes apresentadas anteriormente, foram gerados
no software ABAQUS modelos tridimensionais de vigas laminadas do tipo caix@o utilizando
elementos de casca.

No ABAQUS, a viga caixao foi discretizada usando elementos de casca quadraticos
S8R. Na Figura 24, ilustra-se a malha utilizada. A malha possui 8 elementos na direcdo de cada

alma, 6 elementos na dire¢do de cada mesa e 141 elementos na direcdo longitudinal da viga.

Figura 24 — Viga caixdo discretizada com elementos de casca (S8R).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os modelos foram desenvolvidos usando prepeg carbono/epoxi AS4/3501-6, cujas
propriedades sdo apresentadas na Tabela 8.> Todos os modelos t8m 6 liminas, cada 1Amina com
espessura de 1 mm. Foram considerados modelos simétricos e assimétricos para a parede. As
especificacdes de cada modelo sdo apresentadas na Tabela 9.

Todos os modelos desenvolvidos nesta etapa possuem dimensdes de 50 mm para

mesa (b) e 70 mm para alma (d), conforme ilustra a Figura 25. Ressalta-se que tais dimensoes
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Tabela 8 — Propriedades do material.?

Ey (GPa) E; (GPa) E3(GPa) Gy (GPa) Gi3(GPa) Gp3(GPa) Vi Vi3 Va3
147.0 10.3 10.3 7.0 7.0 3.7 027 0.27 0.54

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 9 — Dados dos modelos.

Modelos Laminagdes
L1 [+45/-45/+45/+45/-45/+45]
Simétricos L2 [0/90/0/0/90/0]

L3 [0/90/+45/+45/90/0]

L4 [+45/-45/+45/-45/+45/-45]
Nao-simétricos L5 [0/90/0/90/0/90]

L6 [0/90/-45/0/90/-45]

Fonte: Elaborado pelo autor.

correspondem aos seus valores médios. Cada segmento (alma e mesa) possui 6 mm de espessura
(h). O empilhamento das laminas de cada segmento da se¢do transversal € posto de forma
que a laminacdo da secdo fique simétrica, no sentido de dentro para fora da secdo transversal,

conforme ilustrado na Figura 25.

Figura 25 — Dimensoes da se¢do caixdo e forma de empilhamento das ldminas (modelo L6).

°°°°°°

Fonte: Elaborado pelo autor.

A comparagdo entre as respostas obtidas por meio das abordagens de andlise de
vigas de parede fina apresentada anteriormente e as respostas obtidas por meio dos modelos de
elementos finitos é realizada através da diferenca percentual entre estes e aqueles. O parametro
de comparagdo sdao os deslocamentos do centro do vao (isolar os efeitos de extremidade) da
viga caixdo engastada e livre. O comprimento dos modelos € igual a 20 vezes a alma da se¢do.

Assim como no exemplo de Saggar, ! para garantir a hipétese das se¢des planas, foi introduzido
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um dispositivo rigido onde as cargas sao aplicadas (Figura 26). Tal dispositivo rigido possui a
mesma espessura que o laminado, 1 mm de comprimento e médulo de elasticidade igual a 100

vezes 0 modulo de elasticidade do ago (Eago = 100 GPa).

Figura 26 — Binario aplicado na viga caixao.
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Dispositivo rigido

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir deste ponto da dissertacdo, para simplificar e auxiliar a leitura dos resul-
tados, utilizam-se as siglas: MFM para as respostas que sdo obtidas através do Método da
Flexibilidade do Material; MB para as respostas que sao obtidas utilizando a teoria de Massa e
Barbero; 3 KP para as respostas que sdo obtidas através da abordagem de Kollar e Pluzsik.?!
Quando necessario, sera indicada outra nomenclatura.

Para o célculo dos deslocamentos através das abordagens MFM, MB e KP, calculou-
se, inicialmente, as deformacdes de viga através da Equacgao (31). Assim, para uma viga en-
gastada e livre submetida a carregamentos constantes aplicados em sua extremidade livre, os

deslocamentos e a rotagdo na extremidade livre sdo:

u==¢l.L
L2
V=—Ky—
12} (159)
w= _KZ?
vy =pL

onde L € o comprimento da viga. Para os deslocamentos no centro do vao da viga, faz-se
L=L/2.

Inicialmente, os modelos foram submetidos a uma forca axial N = 240 N, aplicada
na extremidade livre da viga caixdo. No ABAQUS, utilizou-se a op¢ao shell load para aplicar

uma carga distribuida de 1000 N/m ao longo do contorno da se¢do transversal para produzir a
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resultante de 240 N. Na Tabela 10, apresentam-se os deslocamentos obtidos nos modelos do

ABAQUS, bem como as diferencgas percentuais.

Tabela 10 — Diferenca relativa para N = 240 N (secdo caixao).

Laminacdo  Desl. Casca MEM (%) MB (%) KP (%)
L1 u(m) 4.8962E-06 -6.78 -0.34 0.97
v (rad) 1.6017E-05 - - -1.48
u (m) 1.1459E-06 -7.69 0.00 0.00
L2
V (rad) - - - -
L3 u (m) 1.9225E-06 -7.59 -8.26 0.05
v (rad) 3.9044E-05 - - 0.31
L4 u(m) 4.8341E-06 -5.91 0.93 0.95
v (rad) 1.2524E-06 - - 18.95
u(m) 1.14776E-06 -1.48 0.01 0.00
L5
Y (rad) - - - -
L6 u (m) 1.9315E-06 10.34 -8.19 0.07
v (rad) 3.8653E-05 - - 0.43

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar a partir da Tabela 10 que as abordagens de andlise descritas neste

capitulo conduzem a bons resultados. Contudo, o processo MFM produziu resultado ruim para

o modelo L6 e a abordagem KP produziu resultado pobre apenas para a rotacdo y para o mo-

delo L4. Vé-se também, como esperado, que apenas a abordagem do KP conseguiu captar o

acoplamento normal-tor¢ao, uma vez que as demais abordagens desprezam tal acoplamento.

Na Equacdo (160), verifica-se, claramente, tal acoplamento através da matriz C,, do modelo L6.

Na Figura 27, ilustra-se a deformada do modelo L6 submetido a for¢a normal de 240 N.

9.5258E + 07
0.0000E + 00
0.0000E + 00

—4.1532E+05 0.0000E + 00

0.0000E+00 0.0000E+00 —4.1532E+05
6.3687E+04 0.0000E+00 0.0000E + 00
0.0000E+00 3.7809E-+04 0.0000E + 00

0.0000E+00 2.0679E +- 04

(160)
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Figura 27 — Deformada da viga caixdo com laminagao L6 submetida ao esfor¢o normal N = 240 N.
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Step: Step-1

y
)\ Increment  1:Step Time = 1.000
2 X Primary Var: U, U3

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.800e+04

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, aplicou-se um momento M, na extremidade livre da viga caixdo de
70 Nm. No ABAQUS, tal carregamento foi simulado por meio de um bindrio, cuja magnitude
das forcas € de 1000 N (F), contido no plano xz, como ilustrado na Figura 26. Na Tabela 11,

apresentam-se os resultados dos modelos de elementos finitos e as diferencgas percentuais.

Tabela 11 — Deslocamento transversal w e diferenca relativa para M, = 70 Nm (se¢do caixao).

Laminacdo Casca(m) MFM (%) MB (%) KP (%)

L1 6.6285E-04 1.55 0.21 1.55
L2 1.5596E-04 0.02 0.01 0.01
L3 2.6087E-04  -40.20 -8.06 0.31
L4 6.5451E-04 249 1.49 1.49
L5 2.0461E-04 4.93 0.00 0.02
L6 2.6820E-04 17.20 -8.01 0.40

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir dos dados da Tabela 11, pode-se observar que todas as abordagens apresen-
taram Otima concordancia com elementos finitos. Por outro lado, nos modelos L3 e L6, nao se
pode afirmar o mesmo para os resultados obtidos através do MFM.

Aplicou-se também um momento M cuja magnitude é de S0 Nm na extremidade
livre da viga caixdo. No ABAQUS, tal carregamento foi representado da mesma forma como o
momento M, um bindrio cuja magnitude das forcas € de 1000 N. Contudo, o par de forgas esta
contido no plano xy. Na Tabela 12, encontram-se os valores dos deslocamentos transversais

obtidos nos modelos de elementos finitos, bem como as diferencas percentuais.
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Tabela 12 — Deslocamento transversal v e diferenca relativa para M, = 50 Nm (se¢ao caixao).

Laminacdo Casca(m) MFM (%) MB (%) KP (%)

L1 7.797T7TE-04 2.04 0.69 2.04
L2 1.8431E-04 0.04 0.00 0.01
L3 3.0820E-04 0.49 -8.14 0.19
L4 7.6948E-04 3.04 2.04 2.04
L5 2.4461E-04 3.74 -0.01 0.01
L6 3.2305E-04 15.01 -8.40 0.29

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se observar a partir dos dados apresentados na Tabela 12 que apenas o MFM
apresentou resultado ruim para o modelo L6 (15.01%). Todas as demais abordagens produziram
6timos resultados.

Por fim, os modelos foram submetidos a um momento tor¢or 7 = 120 Nm, aplicado
na extremidade livre da viga caixdo. No ABAQUS, aplicaram-se dois bindrios no mesmo plano
da secdo transversal da viga para produzir o momento torcor resultante de 120 Nm. Na Tabela
13, apresentam-se os deslocamentos obtidos nos modelos do ABAQUS, bem como as diferencas

percentuais.

Tabela 13 — Diferenca relativa para 7 = 120 Nm (secdo caixao).

Laminacdo  Desl. Casca MEM (%) MB (%) KP (%)
L1 u(m) 8.0082E-06 - - -1.48
Y (rad) 1.9354E-03 12.67 -0.86 -0.09
L2 u (im) j ) j )
Y (rad) 9.5817E-03 2.24 1.17 0.81
L3 u(m) 1.9523E-05 - - 0.30
Y (rad) 4.7747E-03 77.17 -7.66 0.52
L4 u(m) 6.2922E-07 - - 18.39
Y (rad) 1.7766E-03 8.03 5.86 -0.10
L5 u (m) i h . .
Y (rad) 9.5829E-03 2.22 1.15 0.80
L6 u(m) 1.9326E-05 - - 0.43
v (rad) 4.5013E-03 16.81 -5.07 -1.10

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar na Tabela 13 que todas as abordagens conduziram a bons resul-
tados, salvo as abordagem MFM e KP para os modelos L3, L4 e L6. Mais uma vez, pode-se
verificar também que apenas a abordagem KP foi capaz de captar o efeito do acoplamento

normal-tor¢ao.
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3.4.3 Viga com secdo transversal circular

No intuito de aumentar a gama de aplicacdes numéricas para verificacdo das teo-
rias de vigas, bem como das particularizagdes para viga de secdo circular apresentadas neste
trabalho, foram desenvolvidos modelos tridimensionais de vigas tubulares de secao circular no
ABAQUS.

As laminacdes utilizadas (Tabela 9), bem como as propriedades do material (Tabela
8) sdo as mesmas utilizadas para o exemplo da viga caix@o. O tubo possui 60 mm de raio médio
e 6 mm de espessura. Os modelos possuem as mesmas condi¢des mencionadas no exemplo de
Saggar,! com comprimento igual a 20 vezes o raio médio, introducdo de um anel rigido em
uma extremidade e engastamento na extremidade oposta. No ABAQUS, esse engastamento foi
simulado pela restri¢ao de todos os deslocamentos de todos os nés da secdo engastada.

Nesta etapa, todos os modelos desenvolvidos no ABAQUS foram discretizados uti-
lizando elementos do tipo casca (S8R). Na Figura 28, ilustra-se a malha utilizada. A malha

possui 36 elementos na direc¢do circunferencial e 121 elementos na dire¢do longitudinal.

Figura 28 — Viga de secdo transversal circular discretizada com elementos de casca (S8R).

Fonte: Elaborado pelo autor.

A comparacdo dos resultados seguiu a mesma sistemdtica do exemplo da viga
caixdo, diferenca relativa para deslocamentos (no centro do vao) entre as respostas obtidas
através do MFM, MB, KP e de elementos finitos.

Inicialmente, os modelos de viga de secdo circular foram submetidos a uma forca
normal de N = 376.9911 N, aplicada na extremidade livre da viga. No ABAQUS, utilizou-se
a opcdo shell load para aplicar uma carga distribuida de 1000 N/m ao longo do contorno da
secdo transversal para produzir a resultante de 376.9911 N. Na Tabela 14, apresentam-se os

deslocamentos obtidos nos modelos de casca, bem como as diferencas relativas.
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Tabela 14 — Diferenca relativa para N = 376.9911 N (sec¢ao circular).

Laminacdo  Desl. Casca MEM (%) MB (%) KP (%)
L1 u(m) 4.1898E-06 1.16 -0.18 1.15
Y (rad) 6.7703E-06 - - -1.75
u(m) 9.8215E-07 0.00 0.00 0.00
L2
v (rad) - . - .
L3 u(m) 1.6493E-06 0.03 -8.34 0.01
Y (rad) 1.6455E-05 - - -0.22
L4 u(m) 4.1327E-06 2.19 1.20 1.20
Y (rad) 2.3136E-07 - - 31.74
u(m) 1.2665E-06 6.73 0.74 0.00
L5
V (rad) - - - -
L6 u(m) 1.6525E-06 19.75 -7.15 0.08
Y (rad) 1.6429E-05 - - -0.30

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar a partir da Tabela 14 que as abordagens MFM, MB e KP produzi-
ram bons resultados, salvo o MFM e KP, que produziram resultados ruins para os modelos L6
e L4, respectivamente. Apesar do KP ter resultado em uma solu¢@o ruim para o deslocamento
secundario (angulo de tor¢ao) do modelo L6, ele produziu bom resultado para o deslocamento
principal (deslocamento axial). Vé-se também que apenas o KP conseguiu captar o acoplamento
normal-tor¢do, uma vez que as demais abordagens ndo sdo capazes de captar tal acoplamento.

Na Equacdo (161), verifica-se esse acoplamento através da matriz C,, do modelo L1.

5.4084E+07 12648E—12 4.3886E—12 4.5396E+05
o _ |12648E—12 9.6160E+04 —9.6492E—12 8.0586E 13 (61)
" |43886E—12 —15163E—11 9.6160E+04 2.7963E — 12

4.5396E4+05 8.0586E—13  2.7963E—12 2.8925E+05

Em seguida, aplicou-se um momento My na extremidade livre da viga de 120 Nm.
No ABAQUS, tal carregamento foi simulado por meio de um bindrio, cuja magnitude das forcas
¢ de 1000 N. Na Tabela 15, apresentam-se os resultados dos modelos de elementos finitos e as
diferencas relativas.

A partir dos dados da Tabela 15, pode-se observar que todas as abordagens apresen-
taram 6tima concordancia com elementos finitos (diferenca relativa abaixo de 10%). Contudo,
no modelo L6 ndo se pode afirmar o mesmo quando analisado através do MFM. Na Figura 29,
ilustra-se a deformada do modelo L2.

Por fim, os modelos foram submetidos a um momento tor¢or de 7 = 240 Nm, apli-
cado na extremidade livre da viga. No ABAQUS, aplicaram-se dois bindrios, cuja magnitude

das forcas sao de 1000 N, no mesmo plano da se¢do transversal para produzir a resultante de
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Tabela 15 — Deslocamento transversal w e diferenca relativa para M, = 120 Nm (se¢@o circular).

Laminacdo Casca(m) MFM (%) MB (%) KP (%)

L1 2.1949E-04 2.19 0.84 2.34
L2 5.2047E-05 -0.14 -0.16 0.01
L3 8.7283E-05 0.03 -8.49 0.11
L4 2.1640E-04 3.28 2.27 243
L5 6.8113E-05 5.02 0.59 0.01
L6 8.9295E-05 17.28 -7.33 0.25

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 29 — Deformada da viga com laminac@o L2 submetida a0 momento fletor M, = 120 Nm.
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+2.090e-04
+1.916e-04
+1.741e-04
+1.567e-04
+1.393e-04
+1.219e-04
+1.045e-04
+8.707e-05
+6.965e-05
+5.224e-05
+3.483e-05
+1.741e-05
-9.621e-10
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Fonte: Elaborado pelo autor.

240 Nm. Na Tabela 16, apresentam-se os resultados dos modelos de elementos finitos e as
diferencas relativas.

A partir dos dados apresentados na Tabela 16, pode-se observar que todas as abor-
dagens apresentaram 6tima concordancia com elementos finitos, diferenca percentual abaixo de

10%, salvo o modelo L3 quando analisado através do MFM.



Tabela 16 — Diferenca relativa para T = 240 Nm (secao circular).

Laminacdo  Desl. Casca MEM (%) MB (%) KP (%)
L1 u(m) 4.3101E-06 - - -1.75
v (rad) 5.0501E-04 11.36 -1.29 -0.10
L2 u (m) ’ . ) -
v (rad) 2.5194E-03 0.27 0.02 -0.06
L3 u(m) 1.0475E-05 - - -0.21
y (rad) 1.2437E-03 75.40 -8.20 0.13
L4 u(m) 1.4729E-07 - - 31.74
v (rad) 4.6288E-03 6.94 5.63 -0.12
L5 u (m) i . ) -
Y (rad) 2.5190E-03 0.29 0.04 -0.04
L6 u(m) 1.0459E-05 - - -0.30
Y (rad) 1.2119E-03 11.90 -4.88 -0.80

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4 ANALISE NAO LINEAR COM GRANDES ROTACOES

No que tange o uso da descri¢c@o corrotacional para andlise de vigas laminadas de
parede fina por meio de elementos de barra, ressalta-se que, na revisao bibliografica realizada,
nio foram detectadas pesquisas. Sobre o tema, Almeida e Awruch®’ propuseram um elemento
de casca laminada triangular.

Uma das formulagdes corrotacionais mais consistentes conhecidas como indepen-
dente do elemento foi introduzida por Rankin e Brogan.®! A principal caracteristica desta for-
mulagdo é a separacdo da parcela de corpo rigido do movimento da parcela deformacional. A
parcela ndo linear € incorporada na matriz de transformacdo que relaciona os parametros lo-
cais e globais. Toda a parcela deformacional € realizada pelo elemento local. Desta forma,
pode-se utilizar elementos convencionais lineares e nao lineares no ambito local da formulagao
corrotacional.

Ha diversos trabalhos que consolidaram e generalizaram a formulacao corrotacio-
nal independente do elemento como Rankin e Nour-Omid®? e Nour-Omid e Rankin.®® Outros
trabalhos importantes usando tal abordagem foram apresentados por Crisfield,% Crisfield e
Moita3* e Crisfield.® Pacoste e Eriksson,3® Battini e Pacoste?” e Battini® introduziram al-
gumas modificacdes no intuito de melhorar a eficiéncia computacional. Fellipa e Haugen®’
apresentaram uma unificacao da descricao corrotacional, discorrendo sobre o histérico, as van-
tagens, as variagoes, dentre outros aspectos dela.

Nesta dissertacdo, utiliza-se a formulacao corrotacional independente do elemento
para o tratamento de problemas geometricamente nao-lineares com grandes rotacdes. Esta
formulagio é apresentada nos moldes do trabalho de Monteiro, > que é baseado na formulagio
de Nour-Omid e Rankin. %

4.1 Grandes rotacoes no espaco

Nesta secdo, explanam-se as formulas e o algebrismo para o tratamento das rotacdes
finitas no espaco tridimensional. A €nfase € posta em expressdes uteis para formulagdo corro-
tacional do elemento de portico espacial apresentada a seguir.

A avaliacdo das rotagdes no plano é uma tarefa simples, uma vez que uma rotacao
no plano € definida apenas por um escalar, o angulo de rotacao em torno do eixo perpendicular
a este plano. Neste caso, as rotacdes possuem a propriedade da comutatividade. Por outro lado,
a avaliacao das rotagdes finitas no espaco é mais complicada. Seu comportamento é regido por
um teorema fundamental de Euler que garante: o movimento genérico de um corpo rigido com
um ponto fixo é equivalente a uma rotagio em torno de algum eixo que passa por tal ponto. %’

Portanto, para determinag¢ao completa das rota¢des finitas no espago € necessario o
conhecimento da magnitude da rotacao e do eixo em torno do qual esta rotacdo ocorre, ou seja,
o angulo de rotacdo e o eixo de rotacdo. Estes sdo os mesmos atributos que caracterizam os

vetores. Entretanto, as rotacdes finitas no espaco nao obedecem as leis do calculo vetorial. O
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maior problema € a propriedade da comutagdo, que nao € obedecida. Desta forma, alternando
a sequéncia de duas rotacdes, os resultados sdo distintos, salvo se ambas apresentem o0 mesmo
eixo de rotagdo. %8

No intuito de mostrar o carater ndo vetorial das rotacdes finitas no espaco, ilustra-
se, a seguir, o exemplo extraido de Malvern.®® Aplica-se uma sequéncia de trés rotacdes de 90°

ao corpo rigido representado na Figura 30 pelo retangulo A contido inicialmente no plano xy:

a) rotagdo em torno do eixo x, representado por m/2 i, que leva o corpo para a
posicdo Ay;

b) rotagdo em torno do eixo y, representado por m/2 j, que leva o corpo para a
posicdo A»;

¢) rotagdo em torno do eixo z, representado por /2 Kk, que leva o corpo para a
posicdo As.

Figura 30 — Ilustracdo do caréter ndo vetorial das rotagdes.

A2 A™2i
y y
A Ay
A3
/2 i /2 i
X > X »
A, 42 4, / A3
:z z

/ / /i
/2 k /2 k

Fonte: Adaptado de Malvern. %

Se as rotagcdes fossem grandezas vetoriais, a aplicacao das rotagdes na ordem inversa
levaria para a mesma posi¢ao final A3 como explanado anteriormente, porém, como ilustrado
na Figura 30, isto ndo ocorre. No entanto, vale ressaltar que quando efetuadas em torno de um
unico eixo, as rotacdes podem ser tratadas vetorialmente, como nos casos bidimensionais.

Matematicamente, uma rotagdo finita © no espaco em torno de um eixo pode ser
caracterizada por um tensor ortogonal Rg. Ha véarias formas de representar esse tensor. A
essas formas de se representar o tensor Rg, denomina-se parametriza¢ido do tensor de rotacdo

ou parametrizagdo das rotagdes. %
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Segundo Moreira, 68

existem duas classes de parametrizacdes: as parametrizacoes
vetoriais e as ndo vetoriais. As parametrizacdes vetoriais ndo sdo livres de singularidades,
porém, apesar dessa limitacdo, elas sdo muito convenientes do ponto de vista computacional,
uma vez que permitem tratar as rotacoes de forma semelhante as translagdes. Pode-se citar as
parametrizacdes de Euler e Parametros de Rodrigues como exemplos de parametrizacdes veto-
riais. Por outro lado, as parametrizagdes ditas ndo vetoriais envolvem mais de trés parametros
associados a restricdes ou t€m apenas trés parametros que, entretanto, ndo podem ser entendi-
dos como componentes de um vetor, por exemplo, os angulos de Euler, quatérnions (também
conhecidos como Pardmetros de Euler). 8

Diversas alternativas de parametrizacao do tensor Rg podem ser encontradas na
literatura. Spring”? e Felippa e Haugen®’ revisam as parametriza¢des comumente utilizadas:
parametros de Euler (quaternions), parametros de Rodrigues, angulos de Euler, dentre outras
parametrizagdes.

A escolha destas parametrizacOes leva em consideracdo aspectos tedricos € compu-
tacionais. Por exemplo, evitar singularidades ou reduzir o custo computacional. %

A seguir, € mostrado o algebrismo para determinacao do tensor Rg. Este algebrismo
segue a mesma abordagem apresentada por Argyris,3® apontado por muitos autores como o

trabalho pioneiro no ramo da MecAnica Computacional. %371

4.1.1 Tensor das rotacoes

Como mencionado anteriormente, matematicamente, uma rotagao finita © em torno
de um eixo pode ser caracterizada por um tensor ortogonal Rg. As seis condi¢des de ortogonali-
dade resultante da condicdo ReRte = I (no decorrer do trabalho I denotara a matriz de identidade
de ordem 3) permitem que o tensor Rg possa ser representado por apenas trés parametros. Como

sugerido pelo teorema de Euler, sejam esses trés parimetros as componentes do pseudovetor: >
0 = Oe (162)

definido ao longo do eixo de rotagdo, cujo vetor unitario € e (Figura 31). Desta forma, o pseu-

dovetor O pode ser escrito em termos das componentes 01, 6,2, 83 no sistema cartesiano Oxyz:

0

0=16, (163)
03

com

0=(0,+6,+63)"/2 (164)

Considera-se, agora, um vetor p, que, com o resultado da aplicacdo de 0, € trans-
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Figura 31 — Rotacdo de um vetor.

z

Fonte: Elaborada pelo Autor.

formado em p,, (Figura 31). Assim, busca-se estabelecer a transformacao linear:

P» = Repo (165)

onde o tensor de rotacdo Rg associa cada vetor em sua posi¢c@o antes da rotagdo a um outro vetor
em sua posicao apos a rotacao. Vale ressaltar que, por defini¢ao, o vetor p, ndo sofre alteracdes

no seu comprimento com uma rotagcdo de corpo rigido e, portanto, pode-se dizer:

ptopo = PZPn = (Repo)t (Repo) = PERteRepo (166)
ou
P, (I-RyRo) po =0 (167)

Sendo a Equacao (167) valida para qualquer p,, implica na ortogonalidade do tensor Rg, ou

seja:
RyRg =1 (168)
Na Figura 31, observa-se que o vetor p, pode ser escrito na forma:

Prn = Po +Pa (169)
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Uma expressdo para o tensor de rotacdo em func¢do do pseudovetor € obtida escrevendo pa na

forma (Figura 32):
pr=b-+c (170)

onde ¢ € normal a b. O vetor ¢ situa-se perpendicular ao plano OAC, logo, ¢ possui a mesma

direcdo que (e X p,) e sua magnitude é dada por:

|c| = asen® (171)

Figura 32 — Detalhe dos vetores b e c.

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Por outro lado, observa-se que a magnitude de (e x p,) é:

e X po| = |e||po[senaL

= |po| senal
ipol a (172)
frg p —_—
"ol
=a
A partir das Equagdes (162), (171) e (172), escreve-se:

c=lc] (€< Po)
le X po|

_ qseng (X P) (173)

A partir da Figura 32, demonstra-se imediatamente que b nao € apenas perpendicu-
lar a (e x p, ), mas também a e, uma vez que este vetor esta contido no plano ACA normal a e.
Portanto, pode-se associar a dire¢do de b a dire¢do de e x (e X p,). Verifica-se, que o médulo

de e x (e X p,) é a, uma vez que e € um vetor unitdrio e normal a (e X p,). Recorrendo mais
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uma vez a Figura 32, verifica-se que o médulo do vetor b € dado por:
»0
|b| =a—acos® = (1—cosB)a=2asen 3 (174)

Assim, a partir das Equacoes (162), (174) e de relagdes trigonométricas, tem-se:

(ex (expy))
|(ex (expo))|

:2senzg(ex (expo)) (175)

_ 1sen?(6/2)
2 (8/2)

b = [b|

(0 (8xp,))

Substituindo as Equagdes (175) e (173) na Equacdo (170) e, em seguida, substi-
tuindo a expressao resultante dessa operagdo na Equagao (169), obtém-se o vetor p, na forma:

senf 1 sen”(0/2)

Pn :p0+_(expo)+2 (9/2)2

. (8 (8xpo)) (176)

A fim de escrever a expressao anterior num formato matricial, introduz-se o seguinte

tensor de segunda ordem antissimétrico:

0 —-m; m
Sw=|m3 0 —m (177)
—my  my 0

onde m; sdo as componentes de um vetor qualquer m. O produto vetorial de m com outro vetor

n qualquer pode ser escrito na forma:

mxn=S,n (178)
ou
mxn=-—S,m (179)

Desta forma, pode-se escrever que:
Oxp,=Sep, € Ox(8xp,) =Sipo (180)

Usando a relag@o acima na Equacdo (176) e observando a Equagao (165), tem-se:

sen® 1 sen?(0/2)

Pr = Po+ ——SoPo +

2
5 EWSGPO = Ropo (181)
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entao,

senf 1sen?(0/2) .,
Ro=1+—S¢g+-——-5-S 182
6=t g ety g0 0 (182)
Recorrendo as Equacdes (162) e (178), pode-se escrever a Equacdo (182) em fungdo do vetor

unitario e:
Rg =I+senBS, + (1 —cos0)S2 (183)

3 ou como férmula de

Esta expressio é conhecida na literatura como férmula de Rodrigues?
Euler® e é assim definida em termos do angulo de rotacio e dos cossenos diretores do eixo de
rotacao (componentes de e).

Recordando-se que Rg é um tensor ortogonal, a relacdo inversa da Equacao (181)

fica:
Po = Ry 'p, = Rip, (184)
onde
R}, :hﬂsﬁlwsg (185)

0 2 (0/2)?
uma vez que Sg € antissimétrico e possui a propriedade:
St = —Se (186)
A obtencdo das componentes de 0 a partir de Rg é simbolizado por:

6 — ror (Re) (187)

e pode ser resolvido por meio do algoritmo de Spurrier.’?

4.1.2 Pequenas rotagoes

Se o vetor p, da Figura 31 gira de um pequeno angulo A8 em torno do eixo e, tem-
se que o comprimento do arco descrito pela trajetéria do vetor p,, entre as posicdes A e A, pode

ser aproximado pela corda AA,

ABa = AA = |pa| (188)
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e que o vetor pa pode ser considerado perpendicular ao plano formado por e e p,:

exp,  |pal

pa = [pal =——eXxP, (189)
le X po| a
Por meio da Equacdo (188),
pa = ABe x p, = AB X p, (190)

Substituindo a equagdo anterior na Equagdo (169), obtém-se:
Rpg =1+ Snag (191)

que € a linearizagdo da Equacgdo (183). Neste caso, duas pequenas rotacdes sucessivas no espago

podem ser tratadas vetorialmente. 3>

4.2 Formulacao corrotacional

Como no caso 2D,36’37’65’66’73

a ideia principal da abordagem corrotacional € de-
compor o0 movimento em duas parcelas: uma de corpo-rigido e outra deformacional. Na Figura
33, ilustra-se tal ideia. Inicialmente, o elemento que se encontra na configuracdo dita inicial,
indeformada ou base Cy sofre um deslocamento de corpo-rigido levando-o para a configuracao
CR, dita corrotacionada. Para cada elemento individual sua configuracao corrotacionada € obtida
através do movimento de corpo-rigido do elemento de base. Por fim, a deformacao € aplicada

ao elemento obtendo-se configuracio Cp.%’

Figura 33 — Ilustracdo da descricdo cinemdtica da abordagem corrotacional.

Configuragdo Cp

74

y Configuragdo Cp

Movimento deformacional

Movimento de corpo rigido

z Configuragdo Cy
Fonte: Adaptado de Felippa e Haugen. %’

O movimento de um elemento finito de poértico espacial, desde sua configuracao
inicial Cy até sua configuracdo de equilibrio corrente Cp, € mostrado na Figura 34. Para o

estudo desse movimento, é importante definir os seguintes sistemas de eixos cartesianos:
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e sistema global xyz, cuja orientacao € definida pelos vetores de base agrupados
na matriz I = [i j k]. A conectividade entre os elementos e a equacdo de

equilibrio global da estrutura sao referidas a esse sistema de eixos.

e sistema de base XyZ, cuja orientacdo € definida pelos vetores de base agrupados

na matriz To = [elo €20 e30} . E o sistema local definido na configuracao Cy.

e sistema corrotacional Xyz, cuja orientacao € definida pelos vetores de base agru-

pados na matriz T = [el e e3} . E o sistema definido na configuragdo Ckg.

e sistemas nodais associados aos nés 1 e 2 do elemento, cujos vetores de base
sdo agrupados nas matrizes A = [al a ag} eB= [bl b, b3] , respectiva-
mente. Os sistemas transladam e giram continuamente com as se¢des transver-
sais nodais. Quando referidos a configuracao inicial, a orientacdo dos sistemas

nodais € igual a do sistema local dessa configuracio, isto €, Ag = Bg = Ty.

Figura 34 — Sistemas de eixos globais, locais e nodais.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A origem do sistema de base € posta no n6 1 do elemento finito. O eixo de base X
¢ definido através das posicoes dos nds do elemento, no sentido do n6 1 para o né 2, enquanto
os eixos y e Z coincidem com os eixos principais de inércia da secao transversal. A orientacdo

do sistema corrotacional € definida a partir do movimento de corpo rigido do sistema de base.
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A origem deste sistema também é posta no né 1. E interessante observar que, no comeco da
andlise, a configuracdo corrente reduz-se a configuracao de base, as configuracdes Cy e Cr s@o
coincidentes (¥yZ = xyz). Neste caso, ha apenas dois sistemas distintos: o global e o local, os
quais concordam com a andlise linear.

Convencgao de notacdes: o uso de 0, R e D como sobrescrito ou subscrito indica
pertinéncia as configuracdes de base, corrotacionada e deformada, respectivamente. Grandezas
com simbolos til ou barra sdo referidos ao sistema de base e ao sistema corrotacional, respecti-
vamente. Grandezas sem esses simbolos sdo referidas ao sistema global. Exemplo: xz denota
o vetor posi¢do de um ponto na configuragdo Cg cujas componentes sdao referidas no sistema
global, enquanto Xp denota o vetor posi¢ao de um ponto na configuragdo Cyp cujas componentes
sao referidas no sistema de base. Quando necessario, para nao sobrecarregar os simbolos, sera
indicada outra notagao.

Desta forma a orientacdo do sistema local de eixos da configuracio Cy € definida da

seguinte forma:

X5 el XV
el = | , €0 = €30 X ejq (192)

~T 0=1—"""
Xoi lejo < v|

Onde X, = X, — X, tal que o vetor X representa a posicao do n6 i do elemento na configuragcdo
inicial Cyp. O vetor v € um vetor auxiliar contido no plano Xy.

Para definicdo da orientagdo do sistema corrotacional, deve-se entender o movi-
mento do elemento de portico entre as configuracdes inicial e atual. Esse movimento pode ser
dividido em duas etapas (Figura 35). Inicialmente, os nés 1 e 2 sofrem deslocamentos u; e
u, respectivamente, deformando o elemento axialmente. Por fim, os sistemas nodais rotacio-
nam 0; e @, com relagdo a configuragao inicial Cy, provocando curvatura e tor¢ao no elemento.

Portanto, na configuracdo Cp a posicao dos nés no sistema global é dada por:
x,=X;+uw, i=1,2 (193)

e a orientacdo dos eixos nodais pode ser obtida por:

A= [al a a3] = Ro, Ao (194)
€
B= [bl b> b3] — Ro, By (195)

A orientacao do sistema local xyZ € definida de maneira semelhante ao sistema da

configuracio Cy. O eixo i € direcionado ao longo do eixo do elemento, apontando do n6 1 ao
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Figura 35 — Movimento do elemento.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

no 2. Utiliza-se o vetor a; na defini¢do dos demais eixos. Portanto,

X721 e Xap
= €y = €3 X e (196)

€= €3= ’
|X21| |e1 ><32|

Definidos os sistemas de eixos locais (base e corrotacional) e global, pode-se es-
tabelecer a relagdo entre as componentes nas direcoes xyz de um vetor qualquer expresso no
sistema xyz através das seguintes operacoes, sendo x e Q grandezas vetorial e tensorial de se-

gunda ordem, respectivamente:
x=T% Q=TQT (197)

onde T € a matriz que relaciona as componentes do vetor em sistemas de coordenadas diferentes.

Uma vez definida as posigoes Cyp e Cgr, pode-se determinar os deslocamentos e
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rotacdes deformacionais, também denominados corrotacionais, medidos no sistema local. Na
Figura 36, apresenta-se a sistemdtica para o cdlculo do deslocamento corrotacional ug; do i-

€simo n6 de um elemento finito qualquer, dado por:

ug =T (Xi +ui—uy) = X (198)
onde

Xi1 =X; =X (199)
€

X; = [Xier (200)

Pode-se dar uma interpretagdo geométrica do vetor X;p por meio do resultado de dois movimen-
tos de corpo rigido aplicados sob o vetor X;;. Inicialmente, o vetor X;; sofre um deslocamento
u;. Por fim, X;; sofre uma rotacdo ¢. O vetor X;p possui a mesma magnitude do vetor X,
porém, este € representado no sistema local de Cy, enquanto aquele é representado no sistema
local de Cg.

Considera-se que a rotagdo corrente 6; € composta de uma parcela rigida @, apli-
cada ao elemento e que ocorre entre as configuragdes Cy e Cg, seguida de uma parcela defor-

macional 8;; que ocorre entre as configuracdes Cg e Cp,
Ro, = RemRe,, (201)

onde, por defini¢cdo, a rotacao de corpo rigido € dado por:

Rep = TT{) (202)
Portanto,
Ry, = ReiJTT{) (203)

Apos algumas manipulagdes algébricas, pode-se escrever o tensor correspondente a parcela de

deformacdo da seguinte maneira:
Ry, = Ry, ToT' (204)

A rotac¢ao corrotacional éRi pode, entdo, ser obtida aplicando a mudanca de coorde-
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Figura 36 — Vetor X;p.

Fonte: Elaborado pelo autor

nadas apresentada na Equacgado (197):
R;, = T'Rg, T=T'Ro Ty, Oz =ror (Rg,) (205)

Pode-se determinar a relag@o anterior de outra maneira. A triade global sofre uma
rotacdo definida por T, seguida de uma rotacao relativa local, isto €, Rém' Assim, a orientacao
final da triade nodal pode ser obtida através do produto TRy . Por outro lado, esta mesma

orienta¢@o pode ser obtida através do produto Rg, Ty (Figura 35).%7 Desta forma
TRg,. = Ro,To = Rp,, = T'Rg, To (206)

Os deslocamentos corrotacionais nodais generalizados do elemento de pdrtico es-

pacial podem ser escritos como:

- dg;
dp=<_ 207
R { dRZ} (207)
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onde
0

am:{‘_"“}, Ugi=40p,  Og =rot (T'Re,Ty) = rot (T'A) (208)
R1 0

€
_ L—Ly

HRZ:{ERZ}, Uri={ 0 o, Og=rot(T'R,To) = rot (T'B) (209)
R2

sendo os comprimentos inicial e final do elemento definidos, respectivamente, por:

Lo = | X2

R L= |X21‘ (210)

4.2.1 Equacgoes de equilibrio

Devido a invariancia do PTV, pode-se escrever:
8dbfp = dd,fx 211)

onde ddp e fp sdo os vetores, pertinentes a configuracdo Cp, de deslocamento virtual e de
forca interna escritos no sistema global, respectivamente; 8dg e fz sdo os vetores, pertinentes a
configuracdo Cg, de deslocamento virtual e de for¢a interna escritos no sistema local, respecti-
vamente.

Nesta abordagem corrotacional, antes de qualquer calculo no nivel do elemento
local, a parcela deformacional 8d é obtida através da extragio das componentes de corpo rigido
do deslocamento total ddp. Este pré-processamento dos deslocamentos pode ser realizado fora
das rotinas dos elementos finitos padrdes e, portanto, € independente do tipo de elemento finito.

Assim, é necessario estabelecer a seguinte relacao:
ddg =Pddp (212)

com ddp é 8dp expresso no sistema local. A relacdo entre as variagdes dos deslocamentos
globais no sistema global e local é dada por:

ddp = G'adp (213)
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onde
T 0 0 0
0T O0 O
G— (214)
0 0T O
0 0 0T

Observa-se que G relaciona as componentes de um mesmo vetor nos sistemas local e global.
Por outro lado, P relaciona dois vetores distintos num mesmo sistema de eixos.

A matriz P tem a propriedade P = P? e, portanto, é uma matriz de proje¢do. Na
Equacgdo (212), a matriz P atua como um filtro para extrair as componentes de corpo rigido do
vetor ddp, isto é, a acdo de P sobre esse vetor retem a parcela deformacional do movimento,
enquanto descarta a parcela de corpo rigido.

A substituicao das Equacdes (212) e (213) na Equagdo (211) conduz a:

8d',fp = 8d,, P'fx
8d),fp = 8d}, GP'fr (215)
fp = GP'fy

A equacdo anterior pode ser escrita ainda na forma:

fp=Gfp (216)
onde
f, =Pty (217)

¢ o vetor de forca interna pertinente a configuracao no sistema local corrotacional.
A expressdo da matrix de rigidez tangente k € obtida através da variagdao do vetor
de forca interna fp definido na Equacgao (215). Portanto,

IGPY) _
S, T (218)

ki = GP'kzPG'+
O segundo termo da equagio anterior é a conhecida “matriz geométrica”.3”%¢ O simbolo ;"¢
usado para denotar uma contragao.

As Equagdes (215) e (218), bem como os termos P ¢ d(GP')/ddp desempenham
um papel fundamental na formulacido corrotacional independente do elemento. Elas sdo res-
ponsdveis pela inser¢io da ndo linearidade geométrica nas grandezas locais f e k z. Observa-se
que essas equacdes, bem como esses termos sdo independentes das hip6teses para definicao dos
termos locais f e k. Consequentemente, vérios elementos locais podem ser definidos a partir

de diversas hipoteses de deformagdo, porém, todos compartilhardo as mesmas transformacoes



98

de matrizes, isto €, a formulac@o corrotacional € independente do tipo de elemento. Usando

essa propriedade, elementos locais sdo apresentados no proximo capitulo.

4.2.2 Atualizacoes dos deslocamentos

No método de Newton-Raphson atualizam-se os deslocamentos nodais para a iteracao

k na forma:
dir1 =di + ody (219)

que, matematicamente, € inconsistente para os graus de liberdade de rotacdo. Contudo, €
inerente a0 método, pois os deslocamentos atualizados sdo apenas candidatos a posi¢ao de

equilibrio da estrutura. Portanto, adota-se uma nova estimativa para o deslocamento u:

Ug g = Ui+ Ouy (220)
e para a rotagcdo 0 tem-se a estimativa matematicamente inconsistente:

011 = 0; + 06, (221)

Segundo Monteiro,>? o tensor rotacio pode ser consistentemente atualizado na

forma:
Ry, 0= R59k Ry, (222)

Para correcdes 00 suficientemente pequenas, poderia ainda ser atualizado em uma

das seguintes expressoes: >

e substituindo a Equacdo (191) na Equacao (222):

Ro, = (I + SSGk) R, = Rg, + S0, Rg, (223)
e expandindo Rg em série de Taylor e truncando apds o termo linear:
R9k+l = Rek + 5R9k (224)

4.2.3 Mudanca de varidvel de rotacdao

Neste ponto, Monteiro3? define uma nova varidvel de rotagio 0 de tal modo que a

atualizacdo definida na Equagao (223)

Ro1 = Ror+ Ssor Rok (225)
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seja idéntica a definida na Equacao (224), isto &, Rg = Rg em qualquer iteragdo. Assim,
Sso = ORg Ry (226)

Por meio do conceito de rotacdo espacial e material proposta por Argyris,>® Pacoste e Eriks-
son>® e Battini e Pacoste>’ obtiveram expressdes similares 2 Equacio (226). Crisfield® também
apresenta uma expressao similar a Equagao (226), obtida a partir da ideia de somar as compo-
nentes do vetor rotacdo (pseudovetor).

A relacdo entre as rotacdes 00 e 60 é dada por:

50 = Ag 30 (227)
onde
Aeza—e:I—lSQ—l—éSZ, };IZSenG—O(l—l—cosG) (228)

00 2 202send

O algebrismo de deducio dessa relaciio é apresentado por Monteiro. 3

Uma vez atualizados os deslocamentos nodais e o tensor das rotagdes, obtém-se os
deslocamentos corrotacionais generalizados do elemento através das Equacgdes (198) e (205).
Conhecido o vetor de deslocamentos corrotacionais dg e a matriz de rigidez do elemento local

kg, o vetor de for¢as nodais corrotacionais torna-se:

_ o N f _ e
fr—Kkpdr, fr=14. 50,  fr=4 F (229)
fro mpg;

onde ng; € mg; sdo os esforcos (forcas e momentos) corrotacionais do i-€simo né do elemento.
A mudancga da varidvel de rotacao apresentada na secdo anterior faz com que seja

necessario determinar as novas grandezas fr e kg. Ressalta-se que grandezas com o simbolo

()3) indicam que estas sdo relacionadas com a nova varidvel de rotacdo. Desta forma, é ne-

cessario estabelecer a seguinte relacdo, da Equacao (227),

ddg = a& ddr = Hr dd g (230)
a(NiR ~ ~

onde Hg € uma matriz quadrada 12x12 definida por:

d Hg, H
Hy — 9dr _ |Hr, Hg,, (231)
agR Hg, Hg,,
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e Hg,; sdo sub-matrizes quadradas 6x6 definidas por:

dug; OJug
He — ddRg; - aﬁRj agRj (232)
R 9dg i | 9Ori 0O
A partir da Equacgdo (228), pode-se escrever a equacao anterior da seguinte maneira:
8,' jI 0
Ho e | =5 |10 (233)
Tl o s 2R T 0 A,
O, ’
onde J; j € o delta de Kronecker.
Da invariancia do PTV, tem-se:
8d ', fr = Sdy fr (234)
Substituindo a Equacdo (230) na equacao anterior, fica:
fr = Hy £z (235)
que a partir das Equagdes (233) e (229):
ng|
_ AL ERI
R=9q X (236)
- 1U):9)
AL mpy
Br2

Com esta mudanca de varidvel, a matriz de rigidez tangente local kg é obtida por:

of
Kg = — 237
5= s (237)
Logo,
_ ofg OoH, - _  _
r=Hg ="+ —L : T =kpi +Kkp2 (238)
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onde
of g
k == Ht e
R1 R ath
_ e 9dr (239)
Rodg odg
_ H,kxHz

€ a matriz E g2 € dada por:

O, _

kKpy = 5 fr
dr
0 _ _od
dr d &
(240)
nR|
¢ —
= _i Aé’ﬂ Ml Hg
dg ng,
At@m mpg>
Salienta-se que fg € constante na derivagdo de kgy. Assim,
ong; ongy
5dr  odg 3x12 (241)
e
9 /. 9 /.
Fr (Agm le) = [0 Qr1 0 0} . Qp = our <A§m le)
3 3 (242)
odg <A9R2 mR2> [0 00 QRz} ’ Qp> éRz <A9R2 mR2>

sendo as derivadas que aparecem na equagdo anterior expressas pela seguinte equacao, con-

forme demonstrado em detalhes por Monteiro>> e Nour-Omid e Rankin: 3

% (Agm) = —%Sm-l—& (6'mI+6m'—2m8') +uSjme" (243)

onde

_ 1dE&  B(sen®+6) — 8sen?(6/2)
H=9a0~ 462sen(0/2) (244)
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Substituindo as Equacoes (241) e (242) na Equacdo (240), tem-se:

0O 0 o 0
_ 0 Qr 0 O
Kpy = QrHp, Qpr = 245
Kr> rHg R=10 0 0 o (245)
0 0 0 Qp

Verifica-se que o primeiro termo de kg, E R1, expresso na Equacao (239) serd simétrico

desde que a matriz kg seja simétrica também. Para elementos locais ndo lineares, a sistemdtica
realizada no calculo da matriz E g1 deveria considerar que kg é funcao de dg. Por outro lado, o
segundo termo de kg, E r2, expresso na Equacdo (245), é ndo simétrico. Portanto a matriz kg
33

associada a nova variavel de rotacao é ndao simétrica.

3

Segundo Monteiro, >* a matriz Hg aproxima-se da identidade para pequenas rotagdes

corrotacionais ou quando a malha € refinada. Nesse caso, a matriz ndo simétrica K g> tem pouca

influéncia, e a matriz de rigidez kg = kg € simétrica para efeitos praticos.

4.2.4 Matriz de projecdo

Com a mudanca da variavel de rotacao, se faz necessario reescrever a Equacao (212)

na forma:
8§ r=P 8@ D (246)
onde

P=—=| (247)

e cada sub-matriz P;; € dada por:

[ dup;  dug
agRi E ang

= 5dy, | ®r 9B (248)
dup; 98,

Faz-se, inicialmente, para a determinacao do operador de projecao P, a variacao do

deslocamento corrotacional definido na Equagao (198). Desta forma:

oug;, = ST! X;1 + T ou; (249)
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onde x;; = X;; +u; —uj e u;; = u; —uy. Nota-se que X;P e X;1 sao constantes no sistema local
definido em Cg. Denominando-se 07 a rotacdo relativa entre os sistemas xyz e x¥yz de tal modo
que se possa escrever que T = Rg, I = Rg,, € através da propriedade estabelecida na Equacdo

(226) e das equagdes que definem a mudanca de coordenada proposta na Equacao (197), tem-se:
SﬁRi =T S%Q - X1 + T! Sllil
= —T'Ssp, TT'x;1 + T Suy
- (250)

= —Sgg, Xi1 + 0up;|

=Sy, 8§T + dup;

Determinada a variagdo do deslocamento corrotacional ug;, 0 proximo passo € de-
terminar a variagdo da matriz de rotagdo associada a rotag¢do corrotacional Og; definida pela
Equacgao (205). Assim,

SR% = (?STt Rg. +T' SRei) To (251)
De maneira andloga ao caso do deslocamento corrotacional, tem-se que:
Ry, = (Tt Sse, + TtSSQi) Ry, To

= (—Tt 859 r T+ T! SSG,-T> T! RgiTQ

(252)
- (SBQi B SSQR) RéRi
- SS§ pi—d0 R R§Ri
que resulta, considerando a Equacdo (226), na seguinte expressio: 3>
30r =50, — 07 (253)
. _ . dug;  Jug;
Com base na variagio de dug;, pode-se definir os termos —— ¢ —— do operador

proje¢do P;;. Assim, lembrando que ET ¢é funcdo de ug; e § pj» a variagdo total de ET torna-se:

a§T8 agTaé
v Jup; uDj 0 p; uDj (254)

Lembrando também que up; e up; sdo fungdes de Up; e O p;, suas respectivas variagdes totais
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tornam-se:

_ auDz auDz

dup; = ——du —2150 255

up Jtip,; up; + W0, Op; (255)

e

5uD1 guif) D] aUDl SODJ (256)
upj ND]

Substituindo as Equagdes (254), (255) e (256) na Equacao (250) e agrupando os termos em

fungdo de dup; e 8§ pj, tem-se:

BT Jup ou B uy au
6ﬁ ;= Sjc. : + _Dl . _Dl 6ﬁ . Sx» : + _Dl . _Dl 66 ) 257
R "oup; dup; dup, Dj "®p;  Bp; 00p; Op;j (257)

Porém, sabe-se que:

allR, allRl

oug, = ——

690 i (258)

Logo, igualando as duas dltimas expressoes, tem-se:

_ 00 _ = 00
allR,' =T auD,' 8uD1 T
= X 73— — B — X — I i I 2
aﬁl)j 5 ’lauDj auDj alll)] =5z ”8 +81J SJ ( 59)
(&)
dug; 87 dup; dup 87

— = Oy; — + — — = = = 260
00p; ' Bp; 8p; 08p; B, .

Os dois ultimos termos do operador P;; podem ser facilmente obtidos através da Equacao (253).

Assim,

g 00, 007 007

aﬁDj - aﬁDj _aﬁpj - _aﬁDj (20D
€
36 Ri ag i a§ T aé T

= —— = - — (262)
d0p;, 90p; 9Op; 00 p;

Substituindo as Equagdes (259), (260), (261) e (262) na Equacao (248), obtém-se



as seguintes expressoes para a sub-matriz P;;:

10
Pij =38 [0 I] +

que numa forma compacta, fica:

Pij=238ile—¥iIi—80

onde

Wy, — —Sx“] _ [Sxﬂ I}t

Assim, P do elemento pode, entdo, ser expresso por:

I
(087 987 | 007
i=|— — | =—
dup; d0p;| ddp;
1 0
b= 00
I
po | O
~ 0 I6 \PZFI ‘I’2F2

w.r, Wi B ([) 0
o 0

ou numa forma compacta:

P=Ip-¥YI-o

~

onde

_‘P )
‘P: 1] :|:Sjl I sz I

307 07 |
S dup; S B p;
907 307
- aﬁDj - 8§ Di

|

1 00 00 O
010 0 0 —L
001 0L 0
a@T aéT aET
odpi  odp: :8§D

o O =

S = O

- O O
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(263)

(264)

(265)

(266)

(267)

(268)
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A seguir, € mostrado o algebrismo para a obtenc¢do da matriz I', que depende da
geometria atual e da orientagcdo dos eixos locais do elemento. Inicialmente, a Equagdo (226) é
aplicada na matriz T e em seguida € realizada a mudanca de coordenada apresentada na Equacgado
(197), tal que:

Sse, = OT T
T'Sse, T =T (8TT") T (269)
SséT - r.[‘t 8T

que ao ser expandida a igualdade anterior fornece no sistema local de coordenada a relagdo:
—6,'0¢3
07 ={ —&'5e (270)

€' 5¢;

t t t
sendo que e; = {1 0 O} , € = {O 1 O} e ey = {O 0 1} . Para determinacdo das
variagdes O0€| e d€3 que apareceram na equagdo anterior, deve-se utilizar as Equacdes (196)

e (210). Portanto, para a primeira varia¢do, tem-se:

1
de; = Z8X21 — ESL(XQI)
1 1 T
= Z8X21 — 178 X5 X21 | X21
Do — & L | bxhyxan + x4y 8 @71)
= —-0X2| — -7 ——FV—— X21 X21 le X021 X21
L L? 2\/Xt21 Xo1 | ~~ o
2Xt21 8X21
1 1
= Z5X21 — I?thl 5X21 X21
1 1
= Z8X21 — §X21 X21 8X21
p X21 .
Porém e = 7 Assim,
1 1,
661 = ZSX21 — Zelel 6X21 (272)
Sendo 8x71 = dupyy,
1 t
Ser =~ (I—eje}) Supo; (273)
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que localmente escreve-se:

1 1

oe; = Z (I—él étl) oupy = z

oS O O

00
1 0| dupy; 274)
0 1

A variacdo de de3 pode também ser obtida a partir da Equagdo (196), no sistema

local de coordenadas, da seguinte forma:

1

__ _t e Y
€] x ay| <I “ e3) o8 x®) (275)

oe; =
Tomando o vetor a; como:

q1
a=qq (276)

q3

tem-se, a partir das Equacoes (196) e (178), que g2 > 0 e g3 = 0. Portanto,

0 0 O q1 0
egxa=1|0 0 —1 g ¢ =10 277)
01 O 0 q
Assim,
. 1 00
de3=— 1|01 0 (8@1 X a)+e; X 552) (278)
210 0 0

Através da Equacgdo (194) e lembrando que na configuragao inicial Ag = Bg = T, tem-se:

0
a, =Rg To{ 1 (279)
0

cuja variacdo, considerando a Equagdo (226), pode ser escrita como:

0 0
Sa; = ORg, To{ 1 ¢ =S50, Ro, To 1 p =S5q, 22 (280)
0 0
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que escrita no sistema local, fornece:
8a; = S5, @ = —S5, 00, (281)

Por fim, substituindo as Equacdes (274) e (281) na Equagdo (278), tem-se:

) 1 00
863:6]_ 010 (—852561+Sé] 852)
2
0 0O
(282)
00 1] 0 0
=00 n|=2+]|-1n 0|8
0 0 O 0 O
ondenzﬂ.
q2

Uma vez definidas as variacdes de 0€; e de3 nas Equacdes (274) e (282), respecti-

vamente, pode-se entdo calcular as componentes de 8§T da Equacdo (270). Portanto,

0 0 — - 1 n O
Br=100 —1|22 410 o ofd0, (283)
01 0 0 0 0

Da defini¢do de I" (Equagao 268) e da Equacdo (283), obtém-se a matriz I" na forma:

5§T | 0 0 n L —mL O 00 — 00O
'=—=—-110 0 1 0O 0 O 00 -1 0 0O (284)
ddp L
0 -1 0 0O 0 O 01 O 0 0O

Definidos os termos do operador de projecdao P, pode-se mostrar que 132 =13
portanto, tal operador € dito ser uma matriz de projecdo. Esta matriz possui seis autovalores
cujos autovetores sao nulos, ou seja, sdo os modos de corpo rigido do elemento. Neste caso,
pode-se dizer que a confiuracdo Cg € ideal, uma vez que tal operador extrai os modos de corpo
rigido. Os trés modos de translacdo estdo associados com as trés colunas de ® e os modos de

rotacio estio relacionados com as colunas ¥.33

4.3 Vetor de forcas internas e matriz de rigidez tangente

O vetor de forgas internas do elemento ap6s a mudanga de variavel pode ser ex-

presso através da invariancia do PTV e da Equacao (246) na forma:

sl

p — 84T — 30, P

4]

(285)

Zwl
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ou
fp =Py (286)
A substitui¢ao da Equagdo (267) na equacdo anterior resulta em:
fp= (I —¥I) fr —D'f (287)
Observa-se que o ultimo termo da equacao anterior € escrito na forma:
()
I 01 0f |Dr ng; +Ng2
= (000 0| |Ma 0
P'fp = _ = (288)
~ 0000 ng) 0
00 0 0f |[mp 0
\ J

que para elementos com forgas ng; auto equilibrado serd nulo (ng; + gy = 0). Para os elemen-
tos que possuem tal caracteristica, como o elemento local apresentado posteriormente, pode-se

reescrever a Equacdo (286) na forma:

fp="P'y (289)
onde
*13 =1, —¥rI (290)

Esse operador de projecido também possui a propriedade *P = *EZ.

Mais uma vez, pela invariancia do PTV, a Equacdo (246) pode agora ser reescrita
na forma:
8§R = *ES@D (291)
Considerando que:
8@ p=G!' ddp (292)

pode-se escrever que:

fr=Gfp=G"P'fy (293)
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A matriz de rigidez tangente do elemento K p, € obtida pela variacdo de f p. Assim,

ofp=29 (G*Etfle> =0f p1 +6f pr +8f p3

onde
8f p1 = G "P' 5t
8f po = G 3P fx

8!03 =06G *EtfR

O termo 6f p; pode ser obtido através da relagio:

ok ofg ody odp
fpr=—0dp=— — ——8dp =kp"PG'Sd
IR a@R dpr agRangagD dp =Kr ¥ dp
Portanto,

3fp1 = G*P'kg*PG'8dp = Gkp1 G'8dp =kpi 8dp
onde

kpi = "P'kg P

kpi =Gkp G'

(294)

(295)

(296)

(297)

(298)

(299)

A segunda parcela 6f p, depende da variagdo de *OP. Assim, pés-multiplicando a

Equacao (290) por W, pré-multiplicando por I" e verificando que I'¥ = I, tem-se:

PY¥=I1-¥YI¥Y=¥Y-¥YI¥=0
I'P=I (I,-¥T')=I'-T¥T'=0
cuja variacao resulta:

“SPY+"PS¥ =0

S*P+IT*6P =0

(300)

(301)

Pés-multiplicando a primeira equacao acima por I' e pré-multiplicando a segunda por ¥, tem-



111

S€:

“SPYT +*PS¥T =0

(302)
YO 'P+¥I*oP=0
que considerando a Equacido (290), torna-se:
8P (12~ “P) +"PS¥T =0

(303)
WOr P+ (12— P) “5P =0
Somando as duas ultimas expressoes, resulta:
278P = —"P¥T —WoI' "P+ “5P*P+ "P*5P (304)

Lembrando que *P =* Ez, a variacao do operador projecdo pode ser também expresso como:

'8P =5("P"P) = "6P"P+ P 5P (305)
que substituida na Equacgao (304) leva a:
“OP = —"PW¥T —Wor P (306)

A expressio apresentada por Monteiro>? difere da expressio apresentada por Nour-
Omid e Rankinn. % Esses tltimos admitem na deducio a existéncia da inversa de matrizes que
sdo singulares para o caso de barra.

Portanto, substituindo a equagdo acima na segunda expressdao da Equacdo (295),

tem-se:

8f pp = G*SP'fr = —GI' 8% "P'fr — G "P' 8" W' fx = 3f o1 + 8f po (307)
onde

8f po1 = —GT'3¥ "P'fy (308)
€

8f pao = —G P g (309)



A parcela 8f py; € obtida variacionando W expresso na Equagio (268):

8121 =~GT' [0 0 Sg, 0|3Fp = GI'Ssy,, 5%
Através da Equacgao (198), tem-se:

8f po1 = GI“S;;ED2 ou,

ou

5F po1 = GIUH} 5d ¢

onde
0
H 0
b SSEDz
0

Contudo, das Equagdes (291) e (292), tem-se:
ddy odp

8f po1 = —GT'H, ﬁ ﬁag,) = —GI'H|*PG'3dp
f\,D ~D

Por fim, a parcela 8f py; € dada por:

8fpp = —GYddp = —GYG'3d)p

onde

. Mgy +Me2r [y, 0

N L Y, 0

c
(00 0 0 0 0 | 0 0 0
00000 0 000
00000 —1-n2 000

Y, = N Y, —
00000 0 000
00000 L(1+1? 000
00000 0 | 0 0 0

== — T —— T — T

=T — I — R T I ]
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(310)

(311)

(312)

(313)

(314)

(315)

(316)

(317)
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A parcela Sf oo é considerada nula na literatura.3? Os termos Mg € Mgy; SA0 OS primeiros

elementos de mpg; e Mgy, respectivamente. O algebrismo para determinagdo da matriz X €

apresentado por Monteiro. 33

Portanto, determinadas as parcelas Sf D21 € Sf D22 expressas nas Equacoes (314) e

(315), respectivamente, pode-se reescrever of py da seguinte forma:

8 p» = ~G (T'H} "P+T) G'3dp = GK > G'3dp = k2 3d (318)
onde

kpy=-T'H{*P-T (319)
€

kp2 =Gk G' (320)

Finalmente, por meio da Equagdo (269), o termo 6f p3 pode ser escrito na forma:

Sse, 0 0 0
~ B 0 Sz, 0 0 | 3
8f p3 =G P'fr =G fp = N fp=—GHd07 (321)
~ o ~ 0 0 Sz, 0 |7 ~
0 0 0 SSET
onde
S§D1
Sﬁm
H,=| = (322)
SEm
S@Dz
Portanto, a partir da Equacao (268), tem-se a seguinte relacao:
I T
807 =—38dp=IG'3dp (323)
~ agD ~ ~

A substitui¢ao na Equacgdo (321) conduz a:

8fp3 = —GHI'G'8dp = Gkp3G'ddp = kp38dp

(324)
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onde

Kps = —H,T (325)

e

kp3 = Gkp3G' (326)
A matriz de rigidez tangente do elemento no sistema global € entdo dada por:

kp =kpi +kp2+kps = Gkp, G (327)

onde

kp: =Kkp1 +kpa +kps = IN’tENR *P-T'H,“P-Y —H,T (328)
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5 ELEMENTOS LOCAIS

Neste trabalho, utilizam-se dois elementos locais para formulagdo corrotacional in-
dependente do elemento: um baseado na teoria de pequenos deslocamentos (CRL) e outro na
descricao Lagrangeana (rotagcdes moderadas). Ambos os elementos consideram as hipoteses de
flexdo de Bernoulli-Euler-Navier e de torcao de Saint Venant.

O objetivo deste capitulo é apresentar a formulacdo do vetor de forcas internas f
e a matriz de rigidez tangente k; dos elementos locais. Esses termos sdo derivados por meio
do PTV. Todos os elementos foram desenvolvidos no software de matematica simbolica Maple,
pois facilita a implementagdao no FAST. As subrotinas desenvolvidas no Maple encontram-se
anexas.

Muitos dos elementos corrotacionais encontrados na literatura sdo baseados em ele-
mentos locais lineares.>>6*74 Entretanto, alguns resultados numéricos apresentados por Battini
e Pacoste” e Battini® mostram a incapacidade de tais elementos em tratar problemas em que
os efeitos devido a tor¢do sdo importantes. Por esta razdo, os autores formularam os elementos
locais a partir de aproximagdes do tensor de deformacdo de Green-Lagrange.

Desta forma, um dos elementos locais € baseado no tensor de Green-Lagrange.
Contudo, ressalta-se que as hipoteses feitas para esse elemento nao sdo suficientes para tratar
problemas em que os efeitos de tor¢ao sdo importantes. A partir desse elemento, deriva-se o
elemento linear local. E importante salientar que todas as grandezas introduzidas neste capitulo

sado referidas ao sistema corrotacional Xyz.

5.1 Formulacao do elemento CRTL

Considerando-se apenas parte da parcela nao linear da deformacao axial (despreza-

se o termo 1/2 u72x) do tensor de Green-Lagrange, tem-se o campo de deformacao:

1 1
& = U x + EV%C + EWi
Yoy = Uy + Vx (329)
Yoo =Uz+ Wi

onde u, v e w sdo os deslocamento locais (deformacionais) de um ponto P da secdo transversal
(Figura 37) e ( ),x=9( )/ox.

As componentes u, v € w do deslocamento de um ponto genérico P sdo dadas por:

U=Uc—YVex —TWex
v=v,—2z0; (330)
w=w:+y0y

onde u., v, € w, sdo os deslocamentos do centroide da secao transversal e 0, € a rotacdo em
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Figura 37 — Deslocamento do ponto P.

»v

A\

Fonte: Elaborado pelo autor.

torno do eixo x.

A substitui¢dao da Equagdo (330) na Equagao (329) resulta em:

Ex =&n — YK +2Ky+y Wex ex,x —ZVex ex,x

Yoy = =2 ex,x (331)
Yxz = yex,x
onde

1 1 1

E€m = uC7X+_vczx+ _Wczx_l__ <y2+z2) exzx
2° 2 © 2 ’

Ky = W (332)

Kz = Ve xx

Neste elemento, o grau de ndo linearidade € considerado apenas na parcela de membrana €,
como nos casos planos de elementos corrotacionais cujos elementos locais sdo para rotacoes
moderadas (shallow arc).37-6%73.75 Portanto, os dois dltimos termos (YWexOxx € 2Vex 0y y) do
campo de deformacdo axial definido na Equacgdo (331) sdo desprezados. A partir deste ponto
da formulagdo, abandona-se o subscrito ¢ para ndo sobrecarregar os simbolos.

Do PTYV, o trabalho virtual W realizado pelas forcas internas no volume V é dado

por:

oW = / (O 8 + Try OYy + TuOVsz) dV (333)
\%
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Substituindo a Equacao (331) na Equagao (333) e fazendo dV = dAdx, tem-se:
SW = / / (G 88 — ¥ Oy 8K, -+ 26 Ky — 2Tay 880 -+ ¥ Tz 06 ) dAdx (334)
LJA

onde A representa a drea da secdo transversal e L, o comprimento do elemento.

A integracdo na drea do primeiro termo da Equagao (334) € avaliada como:

1, 1
//Gxésm_//cx [ ot v w5 (0P 20, | dAdx (335)

Observa-se que apenas o ultimo termo de €, varia com a area. Supondo-se uma tensao média
de tal modo que 6, = N, /A,37:6676 a integral fica:

/NS{ U+ v 2+ w +——”92}dx (336)

onde

I, = / (y* +2%)dA (337)
A

é 0 momento polar de inércia da secdo transversal.’® Para manter a compatibilidade das nomen-
claturas dos termos, o termo &, é redefinido como o integrando da Equacao (336):
1, 11,

1
€n = U+ 2vx-|— 2w <+ 5292 (338)

A integracdo na area do segundo e terceiro termo da Equacao (334) produz os mo-

mentos segundo os €ixos z e y, respectivamente:

M, =— / YO dA
4 (339)
M, = / 70, dA
A
A integracdo na area dos dois ultimos termos da Equacgdo (334) conduz a:
—/z‘cxydA =(1—-o)T
4 (340)

/ VT, dA = oT
A

onde as parcelas o e (1 — ) do momento de tor¢do total 7' sdo resistidas pelas tensdes Ty, € Tyy,
respectivamente. Para tor¢io pura de Saint Venant o, = 1/2.76

Portanto, apds todas as integracdes na drea de todos os termos da Equacdo (334),
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tem-se:

SW = / (Ny 8 + M, iy + M, 5, + T6,.) dx (341)
L

5.1.1 Discretizagcdo por elementos finitos

Do PTYV, explicitando o trabalho virtual externo em termos dos deslocamentos vir-

tuais nodais od e das forcas f, e da Equagao (341), pode-se escrever:
5d'f = / 3! &, dx (342)
L

onde dd representa o vetor dos deslocamentos nodais virtuais, os vetores 8¢, € G, representam
o vetor das deformacdes virtuais de viga e o vetor de forcas de viga, respectivamente.
As deformagdes de viga se relacionam com os graus de liberdade do elemento por

meio da relagdes:
(343)

onde €, = {&,, K, K; B =6y,}', B ¢éamatriz que relaciona deslocamento-deformagéo e B re-
presenta a matriz que relaciona a variacdo das deformacdes com a variacao dos deslocamentos.
As préximas etapas desta secio dedicam-se i determinacio das matrizes B e B.

A fim de evitar o travamento de membrana devido ao desbalanceamento dos termos

axiais e transversais, 379673 utiliza-se a deformagio de membrana média:

1 L 1, 1, 11, 5
En = Z/O M7x+ §V7x+ EW_‘X—}— Ezex’x dx (344)
entao
&m = ~— dx+ - — dx+—-——=— [ 0.,.d 345
ST T an e TR Sy W TR A Jy T (543)

onde u; e up sao os deslocamentos axiais dos nds 1 e 2 do elemento, respectivamente.

Ap6s a discretizagdo, os deslocamentos no interior do elemento sdo obtidos pela
interpolacdo dos graus de liberdades nodais. Sendo m o grau da derivada de maior ordem
que aparece na expressao do PTV (i.e. nas deformagdes) a func¢do de interpolacdo deve ter
continuidade C"~! entre os elementos adjacentes. Assim, o deslocamento axial e o angulo de

tor¢do podem ser interpolados por fungdes C? e os demais deslocamentos transversais podem



119

ser interpolados utilizando fun¢des com continuidade C'. Assim,

u) —uj
L
V7x:[0 Hy 0 0 0 Hy, 0 H3, 0 0 O H47x]d:BbV7xd

we=[0 0 H, O —Hy, 0 0 0 Hs, O —Hy, 0]d=By,.d
8,,=[0 0 0 Nj, 0 0 0 0 0 Ny 0 0]/d=Bg,d

=Ny 0000 O N, 00 0 0 0]d=Bpd

(346)

onde as fun¢des N's representam as fungdes de Lagrange lineares e as fungdes H's representam
os polindmio de Hermite (ctbicos), dadas por:

L_
Ny =%

L

X
Ny ==
7L

3x2 23

M=+
i — 2w K3 (347)
2T
P

2 I3

x2 X3
Hy——— 4
“=T

A substituicao da Equacgao (346) na Equacgao (345) resulta em:

1 1 1
Em :B0d+§BLvd+§BLwd+§BL9d

1
= [Bo+ 3 By +Bry+Brg | |d
B (348)
L

1
<B0 + EBL> d
m

d

onde

bv.x

L
BLv:thv = AVZ/ B! Bbv’xdx
0
L
B, —d'A, = A,= / B, By dx (349)
0

bw,x

L
B;g = the = Ae = / BtexBe.xdx
0 ’ ’

As curvaturas Ky, K, € a taxa de varia¢do do angulo de tor¢do 6, , sdo as mesmas

do elemento tradicional de pértico espacial linear.”® Assim, através das Equacdes (332), (346)
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e (348), a matriz B expressa na Equacao (343) é dada por:

B
B
B— bw,xx (350)
Bbv,xx
Bﬁ,x
A variagdo da deformag¢do de membrana O¢,, € obtida variando a Equacéo (348):
1
o€, :B()Sd—i—E(SBLd-I-BLSd) (351)

Por meio da defini¢ao de By na Equagao (348), pode-se mostrar que:

og,, = (B() —+ BL) d

— (352)
=B,,dd

A partir das Equacdes (332), (346) e (352), pode-se expressar a matriz B da Equagio

(343):
B,

~ |B

B= | " (353)
Bbv,xx
B97x

5.1.2 Vetor de forcas internas e matriz de rigidez tangente do elemento

O vetor de forgas internas do elemento € determinado pela substituicao da Equacao
(343) na Equacdo (342). Logo,

f— / B'c,dx (354)
L

A substitui¢do de 6, = C, €, (Equacdo 31) e da Equagao (343) na Equacao (342), conduz a:

f= / B'C,Bdxd (355)
L
A matriz de rigidez do elemento € obtida pela variacdo do vetor de forcas internas.
Portanto,
of of

°d (356)

od



que da Equacao (354):

100 B
&:A35§M+L§Vmu:m+@

A matriz k, € dada por:

=100, =100, Of
= B e

Utilizando-se a Equacao (31) e a segunda expressiao da Equacao (343):

@:/Faﬁw
L
A matriz K, € dada por:

oB'
k,= | — o6,d
g /LadO‘vx

Utilizando as Equacdes (348), (349), (352) e (353):

9B,
- od 5 5
B B
2 _10 = = (d'A,+d'A, +d'Ag) = A, + A, FAG=A
od 0 od d

0
Logo,

Q:ANMW
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(357)

(358)

(359)

(360)

(361)

(362)

E interessante ressaltar que Ny ndo pode sair da integral da Equagdo (362) para vigas laminadas,

pois os termos da primeira linha da matriz C, (Cyy, Ci2, C13 € Ci4) podem ndo ser nulos,

fazendo com que Ny seja varidvel ao longo do elemento, mesmo com a deformacgdo axial €,

sendo constante. Observa-se nas Equagdes (346) e (347) que as curvaturas (K, € K.) dependem

de x, enquanto €, e 3 sdo constantes ao longo do comprimento do elemento. Assim,

Ny =C11&+Ci2Ky+Ci3x; +C14

(363)

No entanto, para vigas de material isotrépico e homogéneo (C;; = EA e Cjp = Cj3 = C14 =0),

a forca norma € constante e, portanto, simplifica o cdlculo da matriz de rigidez geométrica.



122

5.2 Formulacao do elemento CRL

O vetor de forcas internas, bem como a matriz de rigidez tangente do elemento
CRL podem ser facilmente obtidos através da formulacdo do elemento CRTL, uma vez que ele

considera apenas as parcelas lineares do tensor de deformacdo de Green-Lagrange. Assim,

€ = Uy
Yoy =Uy+Vx (364)
Yz = Uz + W x

Desta forma, a matriz que relaciona deslocamento-deformacao B (Equacdo 343)

nao depende dos deslocamento nodais do elemento:

By
B XX
B |Dow (365)
Bbv,xx
Be,x
Portanto, o vetor de forgas internas se torna:
£— / B'o, dx (366)
L
e a matriz de rigidez do elemento € obtida como:
k — / B'C, Bdx (367)
L

Mororé et al.3? utilizaram este elemento para realizar andlises lineares de vigas

laminadas de parede fina com secdo caixao e I.
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6 EXEMPLOS NUMERICOS

Os exemplos numéricos apresentados neste capitulo tém sido utilizados na literatura
para verificar a capacidade de elementos finitos em tratar ndo linearidades geométricas oriundas
de grandes rotagdes. Os problemas sdo numericamente resolvidos pelo método de Newton-
Raphson com controle de carga e pelo método de Comprimento de Arco.”?

Os quatro primeiros exemplos tratam de estruturas com material isotrépico e ho-
mogeéneo. Os dois primeiros exemplos sao de estruturas cujas configuragoes inicial e deformada
estao contidas no mesmo plano e dispdem de solucao analitica para comparagao. Os outros dois
exemplos tratam de estruturas cujas configuracdes iniciais estdo contidas no plano, porém com
a configuracdo deformada no espago. Esses possuem apenas resultados numéricos da literatura
para comparagao.

Os dois ultimos exemplos tratam de estruturas com material compdsito laminado.
Desses exemplos, o primeiro trata de vigas cujas configuragdo inicial e deformada estio contidas
no mesmo plano. Nesse primeiro exemplo s@o utilizadas vigas de se¢do caixao e circular com
algumas das laminacdes apresentadas na Tabela 9. Tais vigas s@o comparadas com resultados
numéricos da literatura e com solu¢@o de elementos finitos de casca. Por fim, o dltimo exemplo
trata de uma viga balcdo cuja configuracao inicial estd contida no plano, porém sua configuragao
deformada estd no espaco. Nesse dltimo exemplo sdo utilizados resultados numéricos de ele-

mentos finitos de casca para comparagao.

6.1 Viga em balanco com carga momento na extremidade

O objetivo deste primeiro exemplo € verificar se o elemento corrotacional apre-
sentado foi implementado corretamento no FAST. Outro objetivo deste exemplo € verificar a
influéncia das malhas nas respostas obtidas pelo uso dos elementos CRL e CRTL.

Este primeiro corresponde a uma viga em balango sujeita a flexao pura através da
aplicagdo de uma carga momento na sua extremidade livre, conforme ilustrado na Figura 38.
A viga possui 3.2 m de comprimento com secdo transversal quadrada cujo lado € de 0.1 m.

Utilizou-se um material isotropico com modulo de elasticidade E = 210 GPa.

Figura 38 — Viga em balanco com carga momento na extremidade livre.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Este exemplo com tais caracteristicas (comprimento e secdo da viga, bem como o
material) foi extraido de Monteiro.?? Encontra-se na literatura o mesmo exemplo com carac-
teristica diferentes.”’* A solucdo analitica deste problema para as componentes do desloca-
mento na extremidade livre da viga € dada por:

u sen® v 1—cos0

g 1. =_——""
L 0 L 0 9

ML
- EI

(368)

onde 0 € a rotagdo do eixo da viga em torno do eixo z.

A viga foi modelada com 4 e 8 elementos CRL e CRTL. Os resultados obtidos para
essas malhas s3o comparados com a solugdo analitica na Figura 39 e Figura 40. O carregamento
M =4nEI/L é aplicado em 20 incrementos iguais.

Com base na Figura 39 e Figura 40, pode-se verificar 6tima concordancia entre as
respostas obtidas através dos elementos CRL e CRTL e a solucao analitica. Contudo, para malha
com 4 elementos, o elemento CRL ndo apresentou boa concordancia com a solugdo analitica
para as curvas v/L e —u/L a partir do incremento 12. No entanto, para malha de 8 elementos,
ambos os elementos apresentaram bons resultados.

Assim, pode-se afirmar que o elemento corrotacional foi verificado por resultados

numéricos e implementado corretamente no FAST.

Figura 39 — Deslocamentos para extremidade livre da viga: malha com 4 elementos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 40 — Deslocamentos para extremidade livre da viga: malha com 8 elementos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

6.2 Viga em balanco com carga transversal na extremidade

O segundo exemplo corresponde a uma viga em balanco sujeita a uma carga trans-
versal aplicada em sua extremidade livre, conforme ilustrado na Figura 41. Assim como o
exemplo anterior, a viga possui 3.2 m de comprimento com se¢ado transversal quadrada cujo lado
¢ de 0.1 m. Utilizou-se também um material isotropico com modulo de elasticidade £ = 210
GPa. Esses parimetros também foram extraidos de Monteiro.? O objetivo deste exemplo é
avaliar, mais uma vez, a influéncia das malhas nas respostas obtidas pelo uso dos elementos
CRL e CRTL.

Figura 41 — Viga em balanco com carga transversal na extremidade livre.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Esta viga foi modelada com 1 e 2 elementos CRL e CRTL. Os resultados obtidos
para essas malhas sdo comparados com a solugio analitica de Mattiasson,’’ que a partir de
integrais elipticas determinou valores numéricos para os deslocamentos u, v € para a rotagao 0 na
extremidade livre da viga. Os resultados obtidos para essas grandezas com a carga F = 10EI/L?
dividida em 10 incrementos iguais sdo comparados com os de Mattiasson’’ na Figura 42.

A partir da Figura 42, pode-se verificar 6tima concordancia entre a solugdo ob-
tida por meio do elemento CRTL com dois elementos e a solucio numérica de Mattiasson.”’
Verifica-se também, claramente, a diferenca entre os elementos CRL e CRTL, comparando as
malhas de 1 elemento, observa-se que o elemento CRTL obteve uma resposta melhor do que
o elemento CRL. Desta forma, pode-se afirmar que o elemento CRTL € mais eficiente do que
o elemento CRL, pois com poucos elementos, o elemento CRTL resulta em bons resultados.
Ressalta-se que Monteiro3? utilizou uma malha de 4 elementos equivalente ao elemento CRL
para obter uma solugdo satisfatoria.

Para estruturas de pequeno porte, talvez esta diferenca entre as malhas ndo seja
tao importante. Contudo, para estruturas de grande porte, como no caso dos risers e grandes
edificagdes, esta diferenca € de grande importancia devido ao custo computacional envolvido
para solug¢do do sistema.

Com base nos exemplos acima apresentados e para lidar com niimero pequeno de

dados, utiliza-se apenas o elemento CRTL para o restante dos exemplos.

Figura 42 — Deslocamentos para extremidade livre da viga.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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6.3 Viga circular em balanco

Neste exemplo, uma viga em balancgo, inicialmente curva de comprimento TR/4
é analisada, conforme ilustrado na Figura 43. Bathe e Bolourchi?! analisaram este problema
utilizando elementos sélidos tridimensionais e de portico espacial baseados na descricao La-

grangeana Total e Atualizada.

Figura 43 — Viga circular em balango com carga aplicada na extremidade livre.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A viga foi discretizada com 8 elementos CRTL e foi submetida a uma carga vertical
de 600 N dividida em 4 incrementos iguais (i.e. a carga de referéncia € de 150 N). Para efeito
de comparagdo com outros trabalhos, analisaram-se os niveis de carga 300 N, 450 N e 600 N.
Os resultados obtidos para u, v e w na extremidade livre da viga sdo apresentados na Tabela 17,
juntamente com os valores fornecidos por Bathe e Borlouchi,?! Simo e Vu-Quoc’® e Crisfield, **

observando-se uma excelente concordancia.

Tabela 17 — Deslocamentos u, v e w para extremidade livre da viga circular.

Carregamento P=300N P=450 N P=600N
Trabalhos u(m) v(m) w@m) u(m) v(@m) w@m) u(m) v(@m) w(m)
Bathe e Bolourchi?! -11.51 39.50 -6.79 - - - -23.50 5340 -13.39
Simo e Vu-Quoc’®  -11.87 40.08 -6.96 -18.39 4839 -10.67 -23.48 53.37 -13.50
Crisfield®* -12.18 40.53 -7.13 -18.78 48.79 -10.86 -23.87 53.71 -13.68
CRTL -12.14 4047 -7.14 -18.70 48.72 -10.88 -23.78 53.64 -13.70

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.4 Portico em forma de L com apoios do tipo pino

O portico ilustrado na Figura 44 foi discretizado com 10 elementos CRTL por barra.
O objetivo deste exemplo € verificar a capacidade do elemento em lidar com grandes rotagdes

no espaco.
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Figura 44 — Pértico em forma de L com apoios do tipo pino.

u=0.=0 E = 71240 N/mm?
v=0.31
L =240 mm
’ v=w=0,=0,= :
M 30 mm

— [« 0.6 mm

v=w=0,=0,=0 M
Fonte: Adaptado de Monteiro.3?

Os apoios sdo livres para transladar na dire¢do x e para rotacionar em torno de z,
enquanto o deslocamento no topo € restringido nessas dire¢cdes. A carga momento € aplicada
segundo o eixo z. A medida que o momento M cresce a partir de zero, o pértico permanece
no plano xy até o valor do momento critico M = M.,. A partir dai o portico pode flambar
lateralmente desde que sofra uma pertubagdo, caso contrario, o portico permanecera no plano.

Para solucao do problema, no primeiro passo utilizou-se um momento M = 620
Nm. Uma pequena carga ficticia (1.0x107°), mantida durante toda a analise, é aplicada na
direcdo z no topo.

A curva para o deslocamento u do apoio € apresentada na Figura 45. A curva para
o deslocamento w do topo é mostrada na Figura 46. Ambas as grandezas sdo comparadas com
solugdo obtida por Monteiro. 33 Pode-se verificar a partir dessas figuras tima concordancia com

a solugdo numérica de Monteiro. 3



Figura 45 — Pértico em forma de L: deslocamento u do apoio.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 46 — Pértico em forma de L: deslocamento w do topo.
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6.5 Viga laminada engastada com carga transversal na extremidade

Neste exemplo, considerou-se uma viga laminada engastada e livre, com carga
transversal na extremidade livre, e dois tipos de secd@o transversal. A viga possui raio médio
de 60 mm, espessura de 6 mm, comprimento de 6 m (100 vezes o raio médio) e corresponde ao
modelo L1 apresentado na Tabela 9, cujas propriedades do material sdo as mesmas apresentadas
na Tabela 8.

Submeteu-se tal viga a um carregamento de 26.8671 kN, dividido em 10 incremen-
tos iguais. Os resultados s@o comparados com o modelo de elementos finitos de casca (S8R)
desenvolvido no ABAQUS.

No ABAQUS, a viga foi discretizada com 4816 elementos. Impediram-se todos os
deslocamentos da sec¢do para simular o engaste. A carga de referéncia foi aplicada em dois
pontos da secdo da extremidade livre. Para evitar efeitos localizados, inseriu-se, mais uma vez,
um anel rigido onde a carga é aplicada.

A viga foi discretizada com 8 elementos CRTL com duas abordagens, uma com a
matriz constitutiva obtida através do processo MB e outra obtida por meio do processo de KP.
Na Figura 47, ilustram-se as curvas de equilibrio.

Com base na Figura 47, pode-se observar 6tima concordancia entre os resultados.
Verifica-se que as duas abordagens MB e KP apresentaram pequena diferenca entre si, ja que

para esta laminag¢do ambas abordagens apresentaram 6timo desempenho, conforme verificado.

Figura 47 — Deslocamentos para extremidade livre da viga de se¢o transversal circular: modelo L1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.



131

Em seguida, analisou-se a mesma viga com o modelo L6 da Tabela 9. Neste caso,
submeteu-se a viga a uma carga transversal de 67027.7778 N dividida em 10 incrementos iguais.
Infelizmente, no ABAQUS, nao foi possivel atingir o ultimo nivel de carga, pois surgiram efei-
tos localizados na regido do engaste (ovalizacdo). Desta forma, para efeito de comparagdo,
apresenta-se na Figura 48 apenas os pontos até o ultimo nivel em que o ABAQUS conseguiu
convergir.

Com base na Figura 48, pode-se verificar 6tima concordéncia entre os resultados. E
importante ressaltar que a curva obtida por meio da abordagem KP foi melhor do que a abor-
dagem MB. Isso ocorreu devido ao fato da abordagem KP ter apresentado melhores resultados
para esta laminacdo do que MB. Verifica-se também que a resposta de casca foi mais flexivel
do que as respostas do elemento CRTL, uma vez que o modelo de casca conseguiu captar efei-
tos localizados que o modelo de pértico ndo conseguiu. Dessa forma, o modelo de casca foi
perdendo rigidez durante o processo incremental da carga.

Com base nos dois problemas acima apresentados, verifica-se que a abordagem KP
apresenta um desempenho melhor do que MB também em problemas geometricamente nao
lineares. Desta forma, para os proximos exemplos € utilizada apenas a abordagem KP para

obter a matriz constitutiva da viga.

Figura 48 — Deslocamentos para extremidade livre da viga de secdo transversal circular: modelo L6.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, analisou-se uma viga caixao laminada engastada e livre. A viga possui

base de 50 mm (b) e altura (d) de 70 mm, conforme ilustra a Figura 25. Ressalta-se que tais di-
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mensdes correspondem aos seus valores médios. Cada segmento possui 6 mm de espessura (h).
Esta viga possui a laminagdo L6 apresentada na Tabela 9, cujas especificacdes do material estao
apresentadas na Tabela 8. A viga caixao foi discretizada com 8 elementos CRTL e submetida a
um carregamento de 13006.4382 N divididos em 10 incrementos iguais.

Os resultados sdo comparados com o modelo de elementos finitos de casca (S8R)
desenvolvido no ABAQUS. A viga foi discretizada com 7488 elementos. Todos os desloca-
mentos da secdo do apoio foram restringidos para simular o engaste. A carga de referéncia
foi dividida em duas cargas pontuais aplicadas na se¢do transversal livre. Para evitar efeitos
localizados devido as cargas pontuais, inseriu-se mais uma vez um dispositivo rigido.

Na Figura 49, apresenta-se a comparagao entre as solugdes. A partir dessa figura,
pode-se observar mais uma vez 6tima concordancia entre os resultados. Apenas a curva —u/L

apresentou uma pequena diferenca para os ultimos niveis de carga.

Figura 49 — Deslocamentos para extremidade livre da viga caixdo: modelo L6.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, o problema néo linear analisado por Stemple e Lee,> Vo e Lee,* Vo e Lee?
e Vanegas e Patifio® é analisado nesta se¢io. Nesse problema, uma viga box laminada engastada
e livre submetida a uma carga transversal é considerado.

A carga é de 1.78 kN aplicada na extremidade livre da viga e dividida em 10 incre-
mento iguais. O esquema de laminacao de cada membro da secdo transversal, bem como suas
dimensodes sdo ilustrados na Figura 50. Cada segmento da se¢do (almas e mesas) possui 0ito
laminas, cuja espessura de cada lamina é de 0.032 cm. Varia-se o esquema de laminagdo das

mesas, porém fixa-se o esquema de laminagdo das almas. O material utilizado é apresentado na
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Tabela 18.

Figura 50 — Geometria e laminac¢des da viga caixdo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 18 — Dados do material da viga box laminada.3°

E; (GPa) E, (GPa) Gjip (GPa) vi»
146.78 10.3 6.2 0.28

Fonte: Elaborado pelo autor.

A viga possui 2.54 m de comprimento e foi discretizada com 8 e 16 elementos
CRTL. Fez-se também um modelo de elementos finitos de casca (S8R) no ABAQUS de tal
problema. A viga caixao foi discretizada com 7140 elementos.

Para efeito de comparacgdo, os deslocamentos w, v € o angulo de torcao y da ex-
tremidade livre da viga sdo comparados para valores de 6 = 90° e 6 = 45°. Na Tabela 19,
apresentam-se os valores obtidos com o elemento CRTL e os fornecidos pela literatura. Pode-
se observar a partir desses dados que as respostas do CRTL estdo maiores do que as demais
referéncias. Ressalta-se que apenas o deslocamento w de 57.60 cm ficou abaixo do desloca-
mento de 58.80 cm obtido por Vanegas e Patifo® para = 45°. Observa-se também que o
elemento CRTL ndo apresentou deslocamento lateral v para © = 90° como as demais resposta,

pois neste caso, ndo hd nenhum tipo de acoplamento, conforme verificado na Equacio (369).

4.0486E+07 1.4715E—30 0.0000E+00 3.8401E— 13
o _ [14715E-30 14739E+04 0.0000E+00 1.6675E 14 (369)
" 10.0000E+00 0.0000E-+00 6.0071E+04 0.0000E + 00

3.8401E—13 1.6675E—14 0.0000E+00 4.3515E+03



Tabela 19 — Deslocamentos da extremidade livre da viga caixdo para 1.78 kN.

Referéncias 6 =45 6 =90
w(m) v(cm) W (rad) w(cm) v(cm) W (rad)
Vanegas e Patifio® 58.80 091  0.045 59.12 0.03 0.00
Vo e Lee? 55.00 1.20  0.072 59.12  0.03 0.00
Vo e Lee? 51.30 1.00  0.065 5290 0.01 0.00
Stemple e Lee? 4850 135 0.090 5340 0.06 0.00
CRTL: 16 elem. 57.60 1.70 0.114 61.91 0.00 0.00

Fonte: Elaborado pelo autor.

134

A comparagdo entre o elemento CRTL com 8 e 16 elementos para o modelo com

0 = 45° € apresentado nas figuras 51, 52 e 53. Os pontos das curvas obtidos através do ABAQUS

foram computados pelo método do controle de carga com o incremento ajustavel, o software

ajusta o incremento de carga automaticamente. Porém, para comparar os valores para cada nivel

de carga com CRTL, fixou-se o incremento no ABAQUS em 0.1. Tal comparacdo € apresentada

na Tabela 20. Ressalta-se que quando se fixou o incremento, s foi possivel atingir até o fator

de carga 0.5.

Figura 51 — Deslocamentos w para extremidade livre da viga: 6 = 45°,
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 52 — Deslocamentos v para extremidade livre da viga: 6 = 45°,

[
1 [ |
0.8 8
<
20 i |
5 0.6
Q
o
g 04/ |
<
&
0.2 :
e Casca (S8R)
e CRTL: KP (8 elem.)
0 -«- CRTL: KP (16 elem.) |
| | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
—v/L 1072

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 53 — Deslocamentos u para extremidade livre da viga: 6 = 45°
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como pode-se observar na Figura 51, Figura 52 e Figura 53, a resposta do modelo

de elementos finitos de casca estd mais flexivel do que a resposta do elemento CRTL. Observa-



Tabela 20 — Comparag@o para viga caixdo laminada com 6 = 45°,

Fator de Carga Casca CRTL: KP (16 elem.)
u (m) v (m) w (m) u(o) v w%)

0.1 -8.8055E-04 -2.1162E-04 -6.1054E-02 -2.49 -040 -1.50

0.2 -3.5109E-03 -8.4227E-04 -1.2187E-01 -2.80 -0.60 -1.66

0.3 -7.8575E-03 -1.8795E-03 -1.8223E-01 -3.32 -0.92 -1.93

0.4 -1.3866E-02 -3.3032E-03 -2.4191E-01 -4.05 -1.38 -2.32

0.5 -2.1464E-02 -5.0869E-03 -3.0070E-01 -5.32 -2.28 -3.00

Fonte: Elaborado pelo autor.
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se que hd uma divergéncia entre as curvas por volta do fator de carga 0.5. Isso ocorreu devido

ao fato do modelo de casca ter apresentado uma flambagem localizada, conforme apresentado

nas figuras supracitadas. Desta forma, o modelo de casca perde rigidez a partir deste nivel de

carga e, portanto, fica mais flexivel.

Por fim, as comparacdes entre o elemento CRTL com 8 e 16 elementos para o

modelo com 6 = 90° sdo apresentadas na Figura 54 e Figura 55. Como no caso do modelo

anterior, os pontos dessas curvas de equilibrio foram tragadas com o incremento automatico do

ABAQUS. A partir dessas curvas, pode-se observar otima concordancia entre os resultados até

o fator de carga 0.6. Depois desse nivel de carga, a estrutura apresentou flambagem localizada

como ilustrado na Figura 56.

Figura 54 — Deslocamentos w para extremidade livre da viga: 6 = 90°.
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Figura 55 — Deslocamentos u para extremidade livre da viga: 6 = 90°
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Fixou-se o incremento de carga no ABAQUS em 0.1 e compararam-se as respostas
na Tabela 21. Verifica-se claramente que a partir do nivel de carga 6, a diferenca relativa entre

os dois modelos aumenta, indicando a influéncia da flambagem localizada na resposta.

Tabela 21 — Comparagdo para viga caix@o laminada com 6 = 90°.

Incrementos Casca CRTL: KP (16 elem.)
u (m) w (m) u (%) w (%)
1 -1.0404E-03 -6.6426E-02 -1.34 -0.76
2 -4.1555E-03 -1.3272E-01 -1.53 -0.86
3 -9.3274E-03 -1.9873E-01 -1.86 -1.03
4 -1.6529E-02 -2.6436E-01 -2.32 -1.27
5 -2.5746E-02 -3.2967E-01 -2.99 -1.63
6 -3.7651E-02 -3.9861E-01 -5.62* -3.07*
7 -5.3101E-02 -4.7326E-01 -10.17* -5.55*
8 -7.1905E-02 -5.5010E-01 -14.71* -8.00*
9 -9.3786E-02 -6.2710E-01 -18.66* -10.15*
10 -1.1844E-01 -7.0304E-01 -21.97* -11.95*

*Flambagem local.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 56 — Flambagem local préxima ao apoio.

i

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.6 Viga caixao circular laminada em balanco

Neste exemplo, analisa-se uma viga caixdo circular laminada em balanco apresen-
tada por Saravia et al.,” conforme ilustrada na Figura 57. Cada mesa e alma possui espessura
de 0.1 m com 4 laminas de 0.025 m. A laminacdo utilizada para cada segmento da se¢do é

[45/ —45/ —45/45]. As especificagdes do material sdo apresentadas na Tabela 22.

Tabela 22 — Propriedades do material para viga box circular laminada em balanco.’

Eyy (GPa) Ej (GPa) G (GPa) Goz (GPa) vy
45.0 12.0 5.5 5.5 0.3

Fonte: Elaborado pelo autor.

A viga estd submetida ao carregamento combinado Fy = 4.0 X 10°, F,=—-4.0x 10,
F, = 8.0 x 10° dividido em 10 incrementos iguais. No FAST, a viga foi discretizada com oito
elementos CRTL. Saravia et al.” analisaram esta viga no ABAQUS utilizando elementos finitos
de casca S8R. Como os autores ndo disponibilizaram os pontos da curva carga deslocamento,
desenvolveu-se um modelo de elementos finitos de casca no ABAQUS para comparagdo. Na
Figura 58, encontram-se as curvas dos dois modelos, observando-se 6tima concordancia entre

os resultados.
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Figura 57 — Viga caixdo circular em balango com carregamento na extremidade livre.

0.Im

H
=
=

R =100m
X, u
F,
Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 58 — Deslocamentos para extremidade livre da viga.
[ [
11 v u w
0.8 -
<
2 0.6 |
<
O
Q
<
=
£ 04| |
s 0.
0.2 i
ol — Casca (S8R) |
o« CRTL: KP (8 elem.)
| | | | | | |

40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
Deslocamentos

Fonte: Elaborado pelo autor.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, foram desenvolvidos elementos finitos para andlise ndo linear geo-
métrica de vigas laminadas de parede fina sujeitas a grandes deslocamentos e rotacdes no
espaco. O problema abordado possui duas grandes complexidades, uma relacionada ao tra-
tamento dos acoplamentos entre esfor¢cos e deformacdes (relacdo constitutiva da viga laminada)
e outra relacionada ao tratamento dos grandes deslocamentos e rotacdes no espago. Devido
a abordagem utilizada neste trabalho, o uso da formulacdo corrotacional independente do ele-
mento, pode-se separa, explicitamente, ambas as complexidades do problema.

A primeira complexidade foi considerada através de dois elementos finitos, um ba-
seado na teoria de pequenos deslocamentos (CRL) e outro na descricdo Lagrangeana Total
(CRTL), ambos consideram as hipdteses de flexdo de Bernoulli-Euler-Navier e de torcao de
Saint Venant. O elemento CRTL foi desenvolvido a partir do tensor das deformacgdes de Green-
Lagrange, cujo grau de ndo linearidade foi inserido apenas na parcela de membrana. O elemento
CRL foi desenvolvido como uma particularizacao do elemento CRTL.

Nos elementos locais, as propriedades seccionais da viga laminada sdo determi-
nadas por meio da abordagem classica do Método da Flexibilidade do Material (MFM) e nas
formulagdes propostas por Massa e Barbero3? (MB) e Kollar e Pluzsik3!' (KP). Neste assunto, a
principal contribui¢do deste trabalho reside no fato das particulariza¢des de tais abordagens
para o caso da secdo transversal circular, de forma a permitir a andlise de risers de mate-
rial composito. A forma MB foi modificada para melhorar, mesmo que de forma indireta, a
representacdo dos acoplamentos existentes no processo de obtencdo da matriz de rigidez redu-
zida. Nessas abordagens, os efeitos do empenamento e da deformacgdo de cisalhamento trans-
versal da viga sdo desprezados. Nesta dissertacdo, as aplicagdes de tais abordagens ficaram res-
tritas apenas ao caso de secdo transversal fechada, contudo, ressalta-se que as trés abordagem
tratadas poderiam ser aplicadas no caso de secdo transversal aberta, desde que o empenamento
ndo seja importante.3'-32

A metodologia MFM, a mais simples dentre as trés abordagens de andlise de vigas
laminadas, conduziu a erros grandes em deslocamentos, mesmo para laminagdes simétricas em
que se esperava erros menores. A partir desta teoria, obteve-se uma matriz constitutiva da viga
laminada 4x4 em que desprezavam-se os acoplamentos entre esfor¢os de deformagdes de viga,
pois nao ha elementos fora da diagonal. Devido a baixa precisdo dos resultados obtidos, tal
metodologia ndo foi utilizada nos exemplos geometricamente nao lineares.

A metodologia MB conduziu a bons resultados em deslocamentos para todos os
esquemas de laminacgdes e sec¢Oes transversais, indicando que as propriedades equivalentes sao
computadas corretamente para laminagdes simétricas e ndo-simétricas; se¢oes caixao e circular.
Vale ressaltar que o processo de obten¢ao da matriz de rigidez reduzida do laminado (Acoplado
ou Desacoplado) pouco influencia o valor das propriedades equivalentes. Assim como no MFM,

obteve-se uma matriz diagonal 4x4 para relacdo constitutiva da viga laminada, resultando num
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desacoplamento entre os esfor¢os e deformagdes de viga.

Dentre as trés metodologias utilizadas, a KP € a unica que considera os possiveis
acoplamentos entre esfor¢os e deformagdes de viga, pois todos os termos da matriz constitutiva
da viga laminadai sdo retidos. A metodologia KP conduziu a bons resultados em deslocamentos
para todos os esquemas de laminacdes e se¢des transversais, salvo para alguns modelos em
que os deslocamentos secundérios apresentaram erros maiores. Para o caso da secdo circular,
discretizou-se a secdo com segmentos retos de pequeno comprimento.

A segunda complexidade mencionada foi considerada por meio da abordagem cor-
rotacional independente do elemento. Tal abordagem foi empregada nos moldes do que € apre-
sentado por Monteiro.*? Um tratamento matematico nio trivial, partindo do conceito do tensor
das rotacdes, € realizado para o tratamento das grandes rotacdes no espaco. Uma vez inserida
a ndo linearidade geométrica nas matrizes de transformacdo, tem-se um leque de opcdes para
o uso local de diferentes tipos de elementos. No presente trabalho, os elementos CRL e CRTL
foram empregados no ambito local da formulagao.

Desta forma, pode-se afirmar que a grande vantagem desta abordagem esta relacio-
nado ao fato de que, uma vez inserida a ndo linearidade geométrica nas matrizes de transformagao
da abordagem corrotacional, pode-se separar explicitamente o problema dos acoplamento entre
esforcos e deformacdes de vigas laminadas do problema das grandes rotagcdes no espaco.

Em func¢do dos exemplos de estruturas isotropicas sujeitas a grandes rotagdes, pode-
se concluir que a formulacdo dos exemplos CRL e CRTL e suas implementagdes no FAST
apresentaram, de forma geral, resultados com grande concordancia em relagdo aos da literatura.
Pode-se concluir também que o elemento CRTL € mais eficiente do que o CRL no que tange a
capacidade de apresentar uma boa resposta com uma malha menos refinada. Portanto, para a
andlise de estruturas de grande porte, recomenda-se o uso do elemento CRTL, uma vez que este
elemento permite utilizar malhas menos refinadas, reduzindo o esfor¢co computacional.

Em relacdo aos exemplos geometricamente nao lineares de estruturas laminadas,
pode-se concluir que os elementos CRL e CRTL apresentaram 6tima concordancia com mo-
delos de elementos finitos de casca, ocorrendo apenas pequenas discrepancias em problemas
em que fendmenos tipicos de casca (por exemplo, como flambagem localizada e ovalizacdo da
secdo transversal) possuem grande influéncia na resposta. Ressalta-se que tais fendmenos sur-
giram para niveis elevados de carga, onde a estrutura ja apresentava grandes deslocamentos e
rotacdes. Nestes exemplos laminados, pode-se observar também a influéncia da matriz consti-
tutiva C, nas respostas nao lineares, uma vez C, bem formulada, os resultados obtidos foram

muito bons.

7.1 Sugestoes para trabalhos futuros

O assunto foi bastante explorado e resultou no estudo de uma diversidade de tépicos

cujas relacOes entre si aumentaram com o evolucdo da pesquisa. Desta forma, apresentam-se
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algumas sugestdes para futuras linhas de investigacao, a fim de abordar aspectos nao estudados

na presente dissertacao:
a) Efeitos da nao linearidade do material.
b) Vigas de se¢do aberta.
c) Efeitos devido ao empenamento.
d) Efeitos devido a deformacdo de cisalhamento transversal.

e) Andlise ndo linear geométrica de cascas laminadas com o uso da abordagem

corrotacional.

f) Andlise dindmica com énfase em risers de material composito.
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A ANEXO - CODIGO MAPLE PARA O ELEMENTO LOCAL CRTL

> restart;

> with(linalg) : with(CodeGeneration) :

> Polinomios de Lagrange :

>N1:=(L—x)/L;

> N2:=x/L;

> Polinomios de Hermite :

>H1:=1-3%(x/L)*4+2x(x/L)%

>H2:=x—2%x*/L+x3 /1%

> H3:=3%(x/L)>—2x%(x/L)

> H4:= —x?/L+x° /L%

> Derivadas do Polinomios :

> Nlx:=dif f(N1,x);N2x :=dif f(N2,x);

>Hlx:=diff(H1,x);H2x :=dif f(H2,x);H3x := dif f(H3,x); H4x := dif f(H4,x);
>Hlxx:=dif f(Hl,x,x);H2xx :=dif f(H2,x,x); H3xx:=dif f(H3,x,x); Hdxx:=dif f(H4,x,x);
> Vetor nodal :

> ue := matrix(12, 1, [u[1],u[2], u[3], u[4], u[5], u[6],u[7],u[8],u[9],u[10],u[11],u[12]]);
> Matrizes B :

> B0 := matrix(1,12,[N1x,0,0,0,0,0,N2x,0,0,0,0,0]);

> Bbvx := matrix(1,12,[0,H1x,0,0,0, H2x,0,H3x,0,0,0, H4x]);

> Bbvxx := matrix(1,12,[0,H1xx,0,0,0, H2xx,0, H3xx,0,0,0, H4xx]);

> Bbwx := matrix(1,12,[0,0,H1x,0,—H2x,0,0,0,H3x,0, —H4x,0]);

> Bbwxx := matrix(1,12,]0,0,H 1xx,0, —H2xx,0,0,0, H3xx,0, —H4xx,0]);

> BOx := matrix(1,12,[0,0,0,N1x,0,0,0,0,0,N2x,0,0]);

> Matriz A :

> BbvxtBbvx := evalm(transpose(Bbvx)& * Bbvx);

> Av := evalm(map(int, BbvxtBbvx,x = 0..L)/L);

> BbwxtBbwx := evalm(transpose(Bbwx)& * Bbwx); > Aw := evalm(map (int, Bbwxt Bbwx, x =
0..L)/L);

> BOxtBOx := evalm(transpose(B0x)& * BOx));

> AO := evalm(Ip « map(int, BOxtBOx,x = 0..L) /(L *A));

> Matriz Bm :

> BLv := evalm(transpose(ue)& x Av));

> BLw := evalm(transpose(ue)& x Aw));

> BLBO := evalm(transpose(ue)& * AD);

> BL := evalm(BLv + BLw + BL9);

> Bm := evalm(BO+ (1/2) x BL);

> Bbm := evalm(BO+ BL);

> MAtriz B:

> B:=matrix(4,12,[]0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,01,[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]]);

> for jto 12 do

BI[1,j] := Bbml|1, j;

B2, j| := Bbvxx|[1, jl;

BI[3, j| := Bbwxx[l1, j];

B[4, j] := B6x[1, jl;

end do;
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> Bl :=matrix(4,12,[[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0],0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]]);

> for jto 12 do

B1][1, j] := Bm|1, j];

B1[2, j] := Bbvxx([1, j;

B1[3, j] := Bbwxx[l1, j];

B1[4,j] := Béx[1, j];

end do;

> Matriz C diagonal eC cheia (full) :

> Cdiag := matrix(4,4,[[EA,0,0,0],[0,EIz,0,0],[0,0,EIy,0],[0,0,0,GJ]]);

> Cfull :=matrix(4,4,[[C11,C12,C13,C14],[C21,C22,C23,C24],[C31,C32,C33,C34],[C41,
C42,C43,C44]]);

> Matriz de Rigidez e Vetor de Forcas Interna para Cfull :

> BtC fullBlue := evalm(transpose(B)& x C full& x B1& x ue));

> gl full :== map(int,BtC fullBlue,x =0..L);

> C(gl full,optimize,declare = [gl full :: numeric, L :: numeric,C11 :: numeric,C12 :: numeric,C13 ::
numeric,C14 :: numeric);

> BtC fullB := evalm(transpose(B)& * C full& x B);

> kfull := map(int,BtC fullB,x =0..L);

> C(kfull,optimize,declare = [kfull :: numeric,L :: numeric,C11 :: numeric,C12 :: numeric,C13 ::
numeric,C14 :: numeric);

> At := evalm(transpose(Av + Aw + A0));

> Ndx := evalm(C full[1,1]&*Bm&*xue+C full[l,2]& « Bbvxx& xue+C full[1, 3] & x Bbwxx& *
ue+ Cfull[l,4)& * BOx& * ue);

> N full :== map(int,Ndx,x = 0..L);

> C(Nfull,optimize,declare = [N full :: numeric,L :: numeric,C11 :: numeric,C12 :: numeric,C13 ::
numeric,C14 :: numeric);

> Matri de Rigidez e Vetor de Forca Interna :

> BtCB := evalm(transpose(B)& x Cdiag& + B);

> kdiag := map(int,BtCB,x = 0..L);

> C(kdiag,optimize,declare = [kdiag :: numeric,L :: numeric,EA :: numeric, EIz :: numeric,Ely ::
numeric,GJ :: numeric));

> ktdiag := evalm(kdiag + At x N xL);

> BtCBlue := evalm(transpose(B)& x Cdiag& « B1& * ue);

> gl := map(int,BtCBlue,x = 0..L);

> C(gl,optimize,declare = [gl :: numeric,L :: numeric,EA :: numeric,EIz :: numeric,Ely ::
numeric,GJ :: numeric));
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B ANEXO - CODIGO MAPLE PARA O ELEMENTO LOCAL CRL

> restart,

> with(linalg);with(CodeGeneration);

> Polinomios de Lagrange;

>N1:=(I-x)/l;

> N2 :=x/l;

> Polinomios de Hermite;

>H1:=1-3x(x/1)2+2x(x/1)%

>H2:=x—2xx/1+x° /1%

> H3:=3x%(x/1)> =2 (x/1)3;

> H4:= —x2/1+x° /1%

> Derivada dos polinomios;

> Nlx:=dif f(N1,x);N2x :=dif f(N2,x);

>Hlxx:=dif f(H1,x,x);H2xx:=dif f(H2,x,x); H3xx :=dif f(H3,x,x); Hdxx := dif f (H4,x,x);
> Matrix B :;

> B :=matrix(4,12,[[N1x,0,0,0,0,0,N2x,0,0,0,0,0], [0, H 1xx,0,0,0, H2xx,0, H3xx,0,
0,0,H4xx|,[0,0,H 1xx,0,—H2xx,0,0,0, H3xx,0, —H4xx,0],[0,0,0,N1x,0,0,0,0,0,N2x,0,0]]);
> Matriz C diagonal e C cheia (full);

> Cdiag := matrix(4,4,[[EA,0,0,0],[0,EIz,0,0],[0,0,EIy,0],[0,0,0,GJ]]);

> Cfull := matrix(4,4,[[C11,C12,C13,C14], [C21,C22,C23,C24], [C31,C32,C33,C34], [C41,
C42,C43,C44]));

> Matriz de Rigidez;

> BtCB := evalm(transpose(B)& * Cdiag& * B);

> kdiag := map(int,BtCB,x = 0..1);

> BtCB := evalm(transpose(B)& = C full& * B);

> kfull :== map(int,BtCB,x =0..1);

> C(kdiag,optimize,declare = [l :: numeric,GJ :: numeric);

> C(kfull,optimize,declare = [l :: numeric,C11 :: numeric,C12 :: numeric));



